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Руководство по основам конструктивной надежности зданий и анализу рисков, 
изложенных в Еврокодах, дополненное практическими примерами 

 
ГЛАВА I. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, СВЯЗАННЫЕ С КОНСТРУКТИВНОЙ НАДЕЖНО-
СТЬЮ ЗДАНИЙ  
Милан Холики 1 и Тон Враувенвельдер 2 
1 Институт Клокнера, Чешский технический университет, Прага, Чехия  

2 Делфтский технический университет, Организация прикладных научных исследований в сфере строи-
тельства, Нидерланды 

Краткая информация 

Нельзя полностью устранить неопределенности, оказывающие влияние на работу конструкции, поэтому их 
следует учитывать при создании проекта любого строительства. В прошлом были разработаны и признаны 
различные методы проектирования и практические процедуры проверки конструктивной надежности. Наибо-
лее современный практический метод частных коэффициентов основан на вероятностных понятиях конструк-
тивной надежности и полученном ранее опыте. Общие принципы конструктивной надежности могут быть ис-
пользованы для подробного описания и дальнейшей проверки частных коэффициентов и других параметров 
надежности. Кроме того, разработанные методы расчета и удобное в использовании программное обеспече-
ние, наряду с использованием вероятностных понятий и доступных экспериментальных данных, могут напря-
мую использоваться для проверки конструктивной надежности.  

 
1. Введение 

1.1 Справочные материалы  

В ряде национальных стандартов, новом европейском документе EN 1990 [1] и международном стандарте 
ISO 2394 [2] содержится систематизированное описание основных понятий конструктивной надежности. До-
полнительная информации представлена в справочном издании, выпущенном «Объединенным комитетом на-
дежности конструкций» (JCSS) [3] и в недавно опубликованном руководстве по использованию стандарта EN 
1990 [4]. Рекомендации по применению вероятностных методов оценки конструктивной надежности можно 
найти в рабочих материалах, предоставленных «Объединенным комитетом надежности конструкций» (JCSS) 
[5] и в соответствующих изданиях, перечисленных в списке литературы (см. [4] и [5]). Элементарные методы 
теории надежности описаны в Главах II и III настоящего Руководства 2.  

1.2 Основные принципы  

Основные принципы конструктивной надежности описаны в международных изданиях EN 1990 [1] и ISO 
2394 [2]. Основные требования, которым должны отвечать конструкции, изложены в разделе 2 стандарта EN 
1990 [1]: конструкция должна быть спроектирована и выполнена таким образом, чтобы в течение предпола-
гаемого срока эксплуатации и с соответствующей степенью надежности и экономичности она могла выпол-
нять следующие требования:  

 выдерживать нагрузку, которая может быть приложена во время возведения или эксплуатации при 
выполнении различных работ или от воздействия внешних факторов;  

 сохранять пригодность к использованию для выполнения назначенной функции.  

 Следует отметить, что упоминаются два четко обозначенных аспекта − надежность и экономичность 
(см. также Руководство 1). Однако, в настоящем Руководстве 2 рассматривается преимущественно 
надежность конструкций, включающая в себя:  

 несущую способность конструкции; 

 эксплуатационную пригодность;  

 долговечность. 

Дополнительные требования могут быть связаны с обеспечением огнестойкости (см. Руководство 5) или 
другими аварийными расчетными ситуациями. Например, по требованиям стандарта EN 1990 [1] в случае по-
жара несущая способность конструкции должна сохраняться в течение требуемого периода времени.  

Для обеспечения всех аспектов конструктивной надежности, обеспечение которых предполагается указан-
ными выше основными требованиями, следует определить проектный срок службы, ситуации и предельные 
состояния (см. Руководство 1). Необходимо обратить внимание, что базовый срок службы здания − 50 лет, и 
что, как правило, выделяется четыре расчетные ситуации − постоянная, переходная, аварийная, и сейсмиче-
ская. Предельных состояний, как правило, выделяется два − критическое предельное состояние и предельное 
состояние эксплуатационной пригодности. Подробное описание представлено в Руководстве 1.  
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2. Неопределенности  

2.1 Классификация неопределенностей  

Общепризнанным фактом является то, что здания и сооружения представляют собой сложную техниче-
скую систему, на работу которой на всех этапах выполнения работ и последующей эксплуатации объекта 
влияет ряд существенных неопределенностей. В зависимости от характера конструкции, условий окружающей 
среды и приложенных воздействий некоторые виды неопределенностей становятся более значимыми, чем 
другие. В целом можно выделить следующие виды неопределенностей:  

 случайная природа воздействий, свойства материалов и геометрические параметры;  

 статистическая неопределенность из-за ограниченного количества имеющихся данных;  

 неопределенности оценки с помощью моделей несущей способности и воздействия нагрузки вследст-
вие упрощения фактических условий;  

 неясность, возникающая вследствие неточности определений, описывающих эксплуатационные тре-
бования;  

 грубые ошибки, допущенные при проектировании, возведении и эксплуатации конструкции;  

 недостаток знаний о поведении новых материалов и некоторых воздействиях в фактических услови-
ях.  

Порядок, в котором перечислены неопределенности, примерно соответствует уменьшению степени имею-
щихся знаний и количества доступных методов для теоретического описания неопределенностей и их рас-
смотрения в процессе проектирования (см. следующие разделы). Следует отметить, что большинство из при-
веденных выше неопределенностей (степень случайности, статистическая неопределенность и неопределен-
ность моделей) нельзя полностью устранить. Эти неопределенности должны учитываться при планировании 
любых строительных работ. 

2.2 Доступные методы описания неопределенностей  

Естественная степень случайности и статистическая неопределенность могут с относительной точностью 
быть описаны доступными методами, которые предлагают теория вероятности и математическая статистика. 
Фактически, в стандарте EN 1990 [1] представлены некоторые рекомендации по использованию таких доступ-
ных методов. Однако, недостаток надежных экспериментальных данных (например, о новых материалах, не-
которых воздействиях, включая влияние окружающей среды, а также о новых геометрических характеристи-
ках) является причиной возникновения существенных проблем. В отдельных случаях имеющиеся данные яв-
ляются неоднородными. Они были получены в разных условиях (например, данные о сопротивлении материа-
лов, приложенной нагрузке, влиянии окружающей среды, а также о внутренних размерах поперечного сече-
ния железобетонного элемента). Затем может быть трудно, если вообще возможно, проанализировать и ис-
пользовать эти данные при проектировании.  

Степень неопределенности результатов, получаемых с помощью вычислительных моделей можно в опре-
деленной степени оценить, основываясь на данных теоретических и экспериментальных исследований. В 
стандарте EN 1990 [1] и материалах «Объединенного комитета надежности конструкций» (JCSS) [5] представ-
лены некоторые соответствующие рекомендации. Неопределенность, возникающая вследствие неточности 
определений (в особенности, описывающих эксплуатационную пригодность и другие эксплуатационные тре-
бования), может быть частично описана при помощи теории «нечетких множеств». Однако, эти методы с 
практической точки зрения − малополезны, поскольку применимые для таких случаев экспериментальные 
данные редко доступны. Знания о поведении новых материалов и конструкций могут быть постепенно расши-
рены посредством выполнения ряда теоретических анализов, результаты которых затем должны быть вери-
фицированы при проведении экспериментального исследования.  

При наличии грубых ошибок и нехватки знаний очевиден недостаток доступных теоретических методов, 
при этом именно ошибки и недостаточные знания приводят к разрушению конструкции. Для того, чтобы огра-
ничить количество совершаемых грубых ошибок вследствие деятельности человека с большой эффективно-
стью может быть введена система менеджмента качества, которая включала бы в себя методы статистической 
проверки и контроля. 

Различные методы проектирования и эксплуатации, в которых учитываются эти неопределенности, разра-
ботаны и используются по всему миру. Теория конструкционной надежности обеспечивает базовые принципы 
методов и теоретические основы для описания и анализа перечисленных выше неопределенностей, связан-
ных с конструктивной надежностью. 
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3. Надежность 

3.1 Общие положения  

Понятие «надежность» зачастую нечетко сформулировано, и требует некоторых пояснений. В большинст-
ве случаев «надежность» может иметь только два состояния, т.е. конструкция является либо надежной, либо 
ненадежной. Если придерживаться такого подхода, то положительная оценка означает, что «разрушение кон-
струкции не произойдет никогда». К сожалению, подобная интерпретация чрезмерно упрощает положение 
вещей. Возможно, это неприятно, и для многих людей даже неприемлемо, но гипотетическая идея об «абсо-
лютной надежности» для большинства конструкций (за исключением редких случаев) попросту не существу-
ет. В целом, разрушение любой конструкции может (хоть и с небольшой или минимальной долей вероятности) 
произойти, даже если конструкция заявлена как «надежная».  

Интерпретация дополнительного (негативного) утверждения, как правило, воспринимается более коррект-
но: разрушение конструкции рассматривается как некоторое явление, которое может произойти в реальности, 
и в этом случае обсуждается уже вероятность или частота случаев разрушения конструкции. Фактически, при 
разработке проекта необходимо обращать внимание на то, что существует некоторая небольшая вероятность 
разрушения конструкции в течение ее назначенного срока эксплуатации. В противном случае проектировать 
объекты гражданского назначения будет абсолютно невозможно. Какова в таком случае правильная интер-
претация понятия «надежность»? Какое значение имеет широко используемая формулировка «конструкция 
надежна и безопасна»?  

3.2 Определение термина «надежность»  

В различных публикациях, а также национальных и международных изданиях используется несколько оп-
ределений термина «надежность». Определение надежности из стандарта ISO 2394 [2] похоже на формули-
ровку из национальных стандартов, используемых в некоторых европейских странах: надежность − это спо-
собность конструкции отвечать поставленным требованиям в заданных условиях в течение ее предполагаемо-
го срока эксплуатации. В количественном отношении надежность может быть определена как дополнение к 
вероятности разрушения.  

Следует отметить, что приведенное выше определение надежности включает в себя четыре важных ком-
понента:  

 заданные (эксплуатационные) требования – определение разрушения конструкции, 

 период времени – оценка необходимого срока службы конструкцииT, 

 степень надежности – оценка вероятности разрушения конструкции P f ,  

 условия эксплуатации – ограничение неопределенности исходных данных. 

Четкая формулировка эксплуатационных требований, и, следовательно, точное определение понятия 
«разрушение» крайне важны. Во многих случаях, при определении требований, предъявляемых к конструкции 
в отношении ее прочности и устойчивости к разрушению, формулировка понятия «разрушение» не является 
очень сложной. Однако, во многих других случаях, особенно когда требования касаются обеспечения ком-
фортных условий для пользователей здания, внешнего вида и характеристик внутренней среды помещений, 
на правильность формулировок понятия «разрушение» влияет ряд размытых и неточных описаний. Преобра-
зовать эти требования, выдвигаемые пользователями здания, в соответствующие технические количествен-
ные параметры и подобрать для них точные критерии очень трудно, и зачастую, попытка это осуществить 
приводит к определению заметно отличающихся условий.  

В настоящем документе термин «разрушение» используется в наиболее общем смысле этого слова, и обо-
значает просто любое нежелательное состояние конструкции (например, обрушение или чрезмерную дефор-
мацию), которые однозначно определяются условиями, в которых находится конструкция. 

В стандарте ISO 2394 и Еврокоде EN 1990 [1] приведено одно и то же определение, включая примечание о 
том, что понятие «надежность» включает в себя несущую способность, пригодность к эксплуатации и долго-
вечность конструкции. Основные требования включают в себя следующее положение (как упоминалось вы-
ше): «конструкция должна быть спроектирована и выполнена таким образом, чтобы в течение предполагае-
мого срока эксплуатации и с соответствующей степенью надежности и экономичности она могла выдерживать 
нагрузку, которая может быть приложена во время возведения или эксплуатации, при выполнении различных 
работ или от воздействия внешних факторов, а также сохранять пригодность к эксплуатации для выполнения 
назначенной функции». Как правило, в отношении несущей способности и пригодности конструкции или ее 
отдельных частей к эксплуатации может быть принят разный уровень надежности. В документах [1] и [2] ве-
роятность разрушения Pf («probability of failure» - прим. пер.) (и индекс надежности ( )) приведены в зави-

симости от опасности последствий разрушения (см. Руководство 1).  

3.3 Вероятность разрушения конструкции  

Наиболее важным термином, который был использован выше (а также в теории конструктивной надежно-
сти) является, по-видимому, понятие «вероятности разрушения «Pf». Для того чтобы представить точное оп-
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ределение для понятия «вероятность разрушения «Pf» делается допущение о том, что работа конструкции 
может быть описана при помощи определенного набора основных переменных X = [X1, X2, ... , Xn], характери-
зующих воздействия, механические свойства, геометрические параметры и неопределенности данных, полу-
ченных при моделировании. Кроме того, предполагается, что предельное состояние (критическое предельное 
состояние, состояние эксплуатационной пригодности, долговечность и предельное состояние вследствие ус-
талости конструкции) конструкции определяется при помощи функции предельного состояния (или функции 
работоспособности), как правило, записанной в виде неявной функции:  

Z(X) = 0 (1) 

Функция предельного состояния Z(X) должна быть определена таким образом, чтобы она была положи-
тельной для описания благоприятного (безопасного) состояния конструкции, Z(X) 0, а для описания небла-
гоприятного состояния конструкции (разрушения) − отрицательной, Z(X) < 0 (более подробное объяснение 
представлено в следующих далее главах настоящего Руководства 2). 



Для большинства предельных состояний (критического предельного состояния, состояния эксплуатацион-
ной пригодности, долговечности и предельное состояние вследствие усталости конструкции) степень вероят-
ности разрушения конструкции может быть выражена в виде следующей формулы:  

 0)(  XZPf  (2) 

Определить уровень вероятности разрушения «Pf» можно в том случае, если основные переменные X = 
[X1, X2, ... , Xn] описаны при помощи соответствующих вероятностных (численных или аналитических) моде-
лей. Если основные переменные X = [X1, X2, ... , Xn] описаны при помощи функции плотности распределения 
суммарной вероятности, которая не зависит от времени,  x , то степень вероятности Pf может быть опре-

делена при помощи следующего интеграла:  

dxxP Xf )(
 

0)( XZ  (3)

 В случаях, когда некоторые из основных переменных зависят от времени, необходимо использовать более 
сложные методы расчета. Некоторые детали, касающиеся теоретических моделей для параметров, зависящих 
от времени (в большинстве случаев характеризующих воздействия), а также использования этих моделей при 
выполнении оценки конструктивной надежности представлены в других главах настоящего Руководства 2. 
Однако, во многих случаях эта задача может быть преобразована в задачу, зависящую от времени, например, 
при помощи рассмотрения в уравнении (2) или (3) минимума функции Z(X) в течение периода времени Т.  

Необходимо заметить, что существует ряд различных методов [2] и компьютерных программ [7, 8, 10] для 
расчета вероятности разрушения Pf, значение которой определяется по уравнению (2) или (3).  

3.4 Индекс надежности  

Эквивалентом термина «вероятность разрушения» является термин «индекс надежности  », формально 

определяемый как отрицательное значение стандартной переменной, распределенной по нормальному зако-
ну, соответствующее вероятности разрушения Pf. Таким образом, следующее соотношение может быть ис-
пользовано для определения индекса надежности:  

)(1
fU P

 (4) 

1 U ( Pf) здесь описывает функцию обратного стандартного нормального распределения.  

В настоящее время индекс надежности  , определяемый по формуле (4), является количественным пока-

зателем конструкционной надежности, как правило, используемой в нескольких международных документах 
[1], [2], [5].  

Следует отметить, что вероятность разрушения Pf и индекс надежности   являются полностью эквива-

лентными количественными показателями надежности с взаимно-однозначными соответствиями, представ-
ленными в формуле (4), и показанными в виде чисел в таблице 1.  

Таблица 1. Соотношение единиц измерения вероятности разрушения Pf  

и индекса надежности   

Pf 10 -1 10 -2 10 -3 10-4 10-5 10-6 10-7 

  1,3 2,3 3,1 3,7 4,2 4,7 5,2 
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По стандартам EN 1990 [1] и ISO 2394 [2] основная рекомендация в отношении требуемого уровня надеж-
ности, как правило, формулируется при помощи единиц измерения индекса надежности  , относящегося к 

определенному расчетному сроку эксплуатации.  

3.5 Временное изменение вероятности разрушения конструкции 

Когда вектор основных переменных X = [X1, X2, ... , Xm] изменяется во времени, вероятность разрушения Pf 

также изменяется во времени и должна всегда соотноситься с определенным базовым периодом времени T, 
который в большинстве случаев может отличаться от расчетного срока эксплуатации конструкции Td. Расчет-
ное значение вероятности разрушения конструкции при заданном уровне надежности pd =pn, относящееся к 
общему базовому периоду времени Tn = nT1, может быть получено при помощи альтернативного значения 
вероятности pa =p1, относящегося ко времени Ta = T1 (обратите внимание, что для упрощения условного обо-
значения использованный ранее нижний индекс «d» в данном случае соответствует «n», а нижний индекс «a» 
соответствует «1»). Подробное описание этого преобразования представлено в главе III.  

 
4. Задачи проектирования 

4.1 Ориентировочные значения расчетного срока эксплуатации конструкции  

Расчетный срок эксплуатации конструкции Td является предполагаемым периодом времени, в течение ко-
торого конструкция или ее часть должны использоваться по назначению, с обеспечением ожидаемого уровня 
обслуживания, но без необходимости выполнения крупного ремонта. В недавно вышедших документах CEN 
[1] и ISO [2] представлены ориентировочные значения Td для пяти категорий конструкций, см. таблицу 2.  

Более подробное описание категорий конструкций и расчетные сроки эксплуатации можно найти в неко-
торых национальных стандартах. В целом, расчетные сроки службы конструкции могут превышать (в некото-
рых случаях на 100%) значения, представленные в таблице 2. Например, расчетный срок эксплуатации вре-
менных конструкций может быть 15 лет, сельскохозяйственных зданий − 50 лет, жилых и офисных зданий − 
100 лет, а конструкций железнодорожной отрасли, плотин, тоннелей, и других подземных сооружений инже-
нерного назначения − 120 лет и более.  

Таблица 2. Ориентировочные значения расчетного срока эксплуатации конструкций 

Категория Расчетный срок эксплуатации Td  
(годы) 

Примеры  

1 10 Временные конструкции 
2 от 10 до 25 Заменяемые части конструкции здания, опоры, балки 
3 от 15 до 30 Сельскохозяйственные сооружения и здания похожей кон-

струкции 
4 50 Конструкции зданий и сооружений общего назначения 
5 100 и более Монументальные здания или объекты инфраструктуры, 

мосты 

4.2 Расчетный (целевой) уровень надежности  

Значения расчетной вероятности разрушения pd , как правило, указываются по отношению к ожидаемым 
социальным и экономическим последствиям разрушения. В стандарте EN 1990 [1] представлена классифика-
ция расчетных уровней надежности, в которую входят три класса по последствиям разрушения (высокий, 
средний и низкий) и определены соответствующие индексы надежности   для двух базовых периодов вре-

мени Т (1 год и 50 лет). Источник исчерпывающей информации относительно расчетного срока эксплуатации 
конструкции Td. не представлен. Подобные -величины могут использоваться в некоторых национальных 

стандартах и международных стандартах ISO [2]. Подробное описание расчетного уровня надежности пред-
ставлено в главе III настоящего Руководства 2.  

Следует подчеркнуть, что две  -величины ( a и  d), рекомендуемые в издании [1] для каждого класса 

надежности (1 год и 50 лет) соответствуют тому же уровню надежности. Возможность применения этих вели-
чин на практике зависит от длительности базового периода времени Ta, который рассматривается в процессе 
верификации, и который может относиться к имеющейся информации о векторе основных переменных X = X1, 
X2,…., Xn, изменяющемся во времени. Например, при рассмотрении класса надежности 2 и расчетного срока 
службы конструкции 50 лет индекс надежности  d =3,8 должен использоваться для проверки конструктив-

ной надежности. Если рассматривается базовый период времени Ta длительностью 1 год и  a = 4,7, достига-

ется тот же уровень надежности, соответствующий классу 2. Таким образом, базовые периоды времени Ta в 
большинстве случаев, отличающиеся от расчетного срока эксплуатации Td, могут использоваться для дости-
жения определенного уровня надежности.  
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5. Практические методы расчета 

5.1 Общие положения 

С течением времени методы расчета конструкции развивались и всегда были тесно связаны с доступными 
практическими и опытными данными, а также со знанием теоретической механики и теории вероятности. В 
двадцатом веке постепенно происходило становление различных практических методов, среди которых выде-
лилось три широко используемых метода, применяющихся с различными модификациями в стандартах по 
проектированию конструкций вплоть до настоящего времени: метод расчета по допустимым напряжениям, 
метод общего коэффициента запаса прочности и метод частных коэффициентов. Все эти методы часто обсуж-
даются, и иногда пересматриваются и обновляются.  

Далее представлено краткое описание исторического развития этих методов расчета, их общей структуры, 
с упоминанием соответствующих количественных параметров, используемых для того, чтобы учесть влияние 
всевозможных неопределенностей, связанных с основными переменными, и для управления итоговым уров-
нем конструктивной надежности. Кроме того, ниже описываются вероятностные методы оценки конструктив-
ной надежности и их роль в дальнейшем развитии методов расчета. Подробное описание вероятностных ме-
тодов оценки конструктивной надежности содержится в главах II,III и Приложении B настоящего Руководства 
2.  

5.2 Допустимое напряжение 

Первым из признанных по всему миру методов расчета конструкции является метод расчета по допусти-
мым напряжениям, основанный на линейной теории упругости. Основной способ расчета по данному методу 
может быть представлен в следующем виде:  

kгде critperper /,max    (5) 

Коэффициент k (превышающий 1) является единственной заданной в явном виде мерой оценки, которая 
должна учитывать все типы неопределенностей (некоторые неявно выраженные меры оценки могут быть 
скрыты). Кроме того, только локально приложенное воздействие (напряжение) max сопоставимо с допусти-

мым напряжением per , и, следовательно, локальное (упругое) поведение конструкции используется для 

обеспечения ее надежности. Надлежащего метода учета геометрической нелинейности, распределения на-
пряжения и пластичности строительных материалов и элементов не существует. Поэтому, использование ме-
тода расчета по допустимым напряжениям, как правило, приводит к созданию консервативного и неэконо-
мичного проекта.  

Однако, главным недостатком метода расчета по допустимым напряжениям является отсутствие достаточ-
ной возможности для рассмотрения неопределенностей индивидуальных основных переменных, а также не-
хватка вычислительных компьютерных моделей для оценки регулирующего эффекта нагрузки и несущей спо-
собности конструкции. Следовательно, уровень надежности конструкций, подвергающихся различным воздей-
ствиям, и изготовленных из разных материалов, может быть не только завышенным (экономически неоправ-
данным), но и значительно разнящимся. 

5.3 Общий коэффициент запаса прочности  

Второй широко использующийся метод расчета конструкции − это метод общего коэффициента запаса 
прочности. По существу, он основан на расчете, связанном со стандартным или номинальным значениями 
несущей способности конструкции R и воздействия нагрузки E. Это может быть описано следующим уравне-
нием:  

0/ sERs   (6) 

Таким образом, значение расчетного коэффициента запаса прочности s должно превышать указанное зна-
чение (например, =1,9, как правило, необходимо для расчета прочности на изгиб элементов из железо-

бетона). Метод расчета при помощи общего коэффициента запаса прочности пытается учесть предположения 
о реалистичном поведении элементов конструкции, и их поперечном сечении, геометрической нелинейности, 
распределении напряжения и пластичности; в особенности посредством результирующих значений несущей 
способности конструкции R и эффекта воздействия E. 

0s 0s

Однако, как и в случае метода расчета по допустимым напряжениям, основным недостатком этого метода 
остается отсутствие достаточной возможности рассмотрения неопределенностей определенных основных ве-
личин, а также нехватка теоретических моделей. Вероятность разрушения может быть определена, опять-
таки, только одной явной величиной, общим коэффициентом запаса прочности s. Очевидно, возможность со-
гласовать, какой уровень надежности присущ различным элементам конструкции, изготовленным из разных 
материалов, ограничена.  
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5.4 Метод частных коэффициентов  

В настоящее время наиболее продвинутым практическим методом расчета конструкции [1,2] является ме-
тод частных коэффициентов (иногда ошибочно называемый методом расчета конструкции по предельным 
состояниям), который зачастую применяется с учетом понятия предельных состояний (критическое предель-
ное состояние, предельное состояние эксплуатационной пригодности, предельное состояние вследствие уста-
лости конструкции). Этот метод может быть в целом описан при помощи следующего неравенства:  

),,,(),,,( dddddddddd fFRfFE    (7)
 

где расчетные показатели эффекта воздействия Ed и несущей способности конструкции Rd определяются, 
исходя из расчетных значений основных переменных, характеризующих воздействия kFd FF  , свойства 

материалов mkd FF / , размеры  d и неопределенности моделей d . Расчетные значения этих 

величин определяются (с учетом различных неопределенностей) с помощью их характеристических значений 
 kkk fF k ,,, , частных коэффициентов  , коэффициентов ослабления  , и других количественных пока-

зателей надежности. Таким образом, вся система частных коэффициентов и других показателей надежности 
может быть использована для управления уровнем конструктивной надежности. Подробное описание метода 
частных коэффициентов, используемого в Еврокодах, представлено в Руководстве 1. 

В отличие от описанных ранее методов расчета структура метода частных коэффициентов, очевидно, 
обеспечивает большую возможность согласовать, какой уровень надежности присущ различным типам соору-
жений, изготовленных из различных материалов. Однако, следует обратить внимание на то, что ни в одном их 
перечисленных выше методов расчета вероятность разрушения напрямую не учитывается. Следовательно, 
вероятность разрушения различных конструкций, изготовленных из различных материалов, все-таки, может 
существенно варьироваться, даже несмотря на применение сложных процедур калибровки. Необходимо вы-
полнение дальнейших процедур вероятностной калибровки показателей надежности. Для этого можно ис-
пользовать рекомендации, представленные в международном стандарте ISO 2394 [2] и европейском докумен-
те EN 1990 [1].  

5.5 Вероятностные методы  

Вероятностные методы расчета, описанные в международном стандарте [2], основаны на требовании о 
том, что в течение срока эксплуатации сооружения T вероятность разрушения Pf не должна превышать рас-
четного значения pd или индекс надежности   должен превышать его расчетное значение d .  

ddf илиPP    (8)
 

В стандарте EN 1990 [1] основным рекомендуемым значением индекса надежности для критических пре-
дельных состояний d =3,8 соответствует расчетной вероятности разрушения pd=7.2×10-5, для предельных 

состояний эксплуатационной пригодности значение равное d =1,5 соответствует pd=6.7×10-2. Эти значения 

относятся к расчетному сроку эксплуатации 50 лет, который устанавливается для конструкций зданий и со-
оружений общего назначения. В большинстве случаев, когда для проверки конструктивной надежности ис-
пользуется краткий базовый период времени (один или два года) следует использовать значения , превы-

шающие указанные.  

Следует упомянуть, что вероятностные методы еще не вошли в обычную практику расчета конструкции. 
Однако, существуют разработанные процедуры расчета и компьютерные программы (например, см. [7,8] и 
[10]), которые позволяют выполнить прямую проверку конструктивной надежности с использованием вероят-
ностных концепций и имеющихся опытных данных. Недавно разработанная компьютерная программа «Code-
Cal» [10] в первую очередь предназначена для калибровки норм на основе метода частных коэффициентов.  

В главе II настоящего Руководства 2 будет представлено много примеров для иллюстрации описанных в 
этой главе методов.  

 
6. Расчет с учетом опытных данных 

В некоторых случаях необходимо выполнять расчет на основе данных, полученных в ходе испытаний и 
вычислений, например, если отсутствует подходящая вычислительная модель. Испытания включают в себя 
всевозможные методы тестирования, начиная от исследований в аэродинамической трубе до испытаний 
опытных образцов новых конструкционных материалов, элементов или сборных конструкций. Испытания мо-
гут также проводиться в ходе строительства или по его завершении для подтверждения предположений, сде-
ланных в ходе расчета конструкции. Экстремальным примером может служить максимальная нагрузка. Для 
расчета конструкции могут использоваться следующие типы испытаний:  
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а) испытания для непосредственного определения прочности конструкции при заданных условиях нагру-
жения;  

б) испытания для определения специфических свойств материала;  

в) испытания для снижения неопределенности моделей, связанных с нагрузкой, эффектом нагрузки или 
моделями несущей способности.  

Испытание должно проводиться и оцениваться таким образом, чтобы можно было обеспечить обычно тре-
буемый уровень надежности. При определении характеристического или расчетного значения следует учиты-
вать разброс экспериментальных данных, статистическую неопределенность, присущую ряду испытаний, а 
также ранее полученные статистические данные. В случае, если поведение конструкции или ее элемента или 
сопротивление материалов зависит от воздействий, не изученных в ходе проведения испытаний в должной 
мере, таких, например, как влияние длительности или масштаба, необходимо внести поправки.  

При оценке результатов испытаний поведение испытательных образцов и характер разрушения следует 
сравнивать с теоретическими прогнозами. В случае существенного отклонения от прогноза необходимо найти 
объяснение. Для этого, возможно, потребуется проведение дополнительных испытаний, может быть в других 
условиях, или будет необходима модификация теоретической модели.  

Для оценки результатов испытаний следует использовать статистические методы. В Еврокодах использу-
ются как байесовский метод, так и классические частотные методы. При использовании последних следует 
задать границы интервала достоверности. Ширина интервала достоверности может влиять на итоговое значе-
ние. В среднем, граница достоверности, составляющая 0,75, ведет к получению такого же результата при по-
мощи байесовского метода. Поэтому в большинстве случаев задается значение границы достоверности равное 
0,75, хотя используются и другие значения (например, 0,85 в стандарте EN 1995).  

В «Основах проектирования» предпочтение отдается байесовским методам, которые, в целом, в большей 
степени соответствуют современной теории надежности, чем частотные методы. Кроме того, байесовские ме-
тоды обеспечивают формальную основу для использования накопленных ранее знаний, которые необходимы, 
особенно если испытательные образцы имеют небольшой размер и применяются методы контроля качества. В 
большинстве Еврокодов содержатся особые правила работы с образцами небольшого размера, но, как прави-
ло, формальная основа отсутствует.  

Правила разработки и оценки расчета конструкции посредством проведения испытаний представлены в 
Приложении D стандарта EN 1990 «Основы проектирования». Подробное описание и рабочие примеры пред-
ставлены в Приложении А настоящего Руководства 2.  

 
7. Заключение 

Основные понятия вероятностной теории надежности можно охарактеризовать при помощи двух эквива-
лентных терминов − вероятности разрушения Pf и индекса надежности  . Хотя при помощи этих величин 

можно получить лишь ограниченное количество информации о фактической частоте разрушений, они остают-
ся наиболее важными и широко используемыми мерами оценки уровня конструктивной надежности. Эти меры 
помогут эффективно использовать теорию конструктивной надежности для дальнейшего согласования эле-
ментов надежности, а также для углубленного применения обобщенного метода для новых инновационных 
конструкций и материалов.  

Периодический пересмотр методов расчета, принятых на вооружение по всему миру для проверки конст-
руктивных элементов, указывает на существование разных методов рассмотрения неопределенностей основ-
ных переменных и вычислительных моделей. Метод допустимых напряжений на практике оказывается доста-
точно консервативным (и неэкономичным). Метод общего коэффициента запаса прочности и метод частных 
коэффициентов приводят к тому же результату. Очевидно, что метод частных коэффициентов, адаптирован-
ный в недавно изданных документах серии EN, представляет собой наиболее продвинутый метод расчета, с 
помощью которого можно добиться надлежащего уровня надежности, относительно приближенного к реко-
мендуемому в стандарте EN 1990 значению ( = 3,8). Наиболее значимым преимуществом метода частных 

коэффициентов является возможность учета неопределенности индивидуальных основных переменных по-
средством корректировки (калибровки) соответствующих частных коэффициентов и других параметров на-
дежности.  

Частично различные критерии надежности (характеристические значения, частные коэффициенты и ко-
эффициенты ослабления) в новых стандартах по расчету конструкции с использованием метода частных ко-
эффициентов основаны на вероятностных методах конструктивной надежности, а частично (в большей степе-
ни) на знаниях, полученных при проведении испытаний. Очевидно, что ранее приобретенный опыт зависит от 
локальных условий − воздействий окружающей среды и традиционно используемых строительных материа-
лов. Эти аспекты могут быть разными в разных странах. Поэтому, в каждой стране следует выбирать соответ-
ствующие подходящие элементы надежности и параметры, из тех, которые представлены в настоящем ком-
плекте европейских стандартов. 
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Оказывается, что дальнейшее согласование имеющихся в настоящее время методов расчета основано на 
стандартизации процедур, оптимизации методов и других рациональных подходах, включая использование 
методов теории вероятности, математической статистики и теории надежности. Вероятностные методы конст-
руктивной надежности являются наиболее значимым способом постепенного улучшения и адаптации метода 
частных коэффициентов для различных конструкций, изготовленных из разных материалов. Кроме того, раз-
работанные компьютерные программы позволяют применять методы теории надежности напрямую для про-
верки конструкций с использованием вероятностных понятий и имеющихся в наличии данных.  

Расчет с учетом опытных данных может быть использован тогда, когда он должен основываться на соче-
тании испытаний и вычислений. Испытания могут включать в себя всевозможные методы тестирования, начи-
ная от исследований в аэродинамической трубе до испытаний опытных образцов новых конструкционных ма-
териалов, элементов или сборных конструкций. Испытания могут также проводиться в ходе строительства или 
по его завершении для подтверждения предположений, сделанных в ходе расчета конструкции. Рекомендуе-
мая практическая процедура [1] описана в главе IV настоящего Руководства 2.  
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Attachment 1 - MATHCAD sheet “Beta-Time.mcd” 

Mathcad sheet Beta -Time  

Mathcad sheet "Beta-Time" is intended for transformation of probability and reliability index

Beta" for different reference periods"   

1 Input data n 10 20, 100..:= β1 0 1, 6..:=
2 Probability

p1 β1( ) pnorm β1− 0, 1,( ):= pn β1 n,( ) 1 1 p1 β1( )−( )n−⎡⎣ ⎤⎦:=
3 Reliability index

βn β1 n,( ) qnorm 1 1 pnorm β1− 0, 1,( )−( )n−⎡⎣ ⎤⎦ 0, 1,⎡⎣ ⎤⎦−:= βn 4.7 50,( ) 3.826=
4 Numerical results β1

0
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2

3

4

5

6

= p1 β1( )
0.5

0.159

0.023

-31.35·10

-53.167·10

-72.867·10

-109.866·10

= pn β1 50,( )
1

1

0.684

0.065

-31.582·10

-51.433·10

-84.933·10

=

5 Graphical results β1 0 0.1, 6..:= βnt 3.8:= pnt p1 βnt( ):= pnt 7.235 10
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ГЛАВА II. БАЗОВЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ НАДЕЖНОСТИ КОНСТРУКЦИЙ I 
Милан Голицки1 и Тон Фроувэнфелдер2 
1 Институт им. Клокнера, Чешский технический университет в Праге, Чешская республика 

2 Делфтский технический университет, Нидерландская организация прикладных научных исследований в 
сфере строительства, Нидерланды 

Краткая информация 

Характеристика базовых методов оценки надежности конструкций дается на основе основного случая с 
двумя случайными переменными, при котором функция предельного состояния сформулирована как разница 
между полученной несущей способностью конструкции и воздействием нагрузки. Первоначальное допущение 
о нормальном распределении обеих полученных переменных обобщается до любого типа распределения ве-
роятностей. Описанные методы расчетов проиллюстрированы рядом численных примеров, которые приведе-
ны в таблицах MATHCAD и EXCEL. Дополнительная информация о базовых методах оценки надежности конст-
рукций представлена в Приложении B. 

 
1. Введение 

1.1 Справочные материалы 

Основные понятия и методики оценки надежности конструкций подробно описаны в ряде национальных 
стандартов, в новом европейском стандарте EN 1990 [1] и международном стандарте ISO 2394 [2]. Дополни-
тельную информацию можно найти в справочном документе, разработанном «Объединенным комитетом на-
дежности конструкций» (JCSS) [3] и в недавно опубликованном руководстве к стандарту EN 1990 [4]. Руково-
дство по применению вероятностных методов надежности конструкций можно найти в публикациях и рабочих 
материалах, подготовленных «Объединенным комитетом надежности конструкций» (JCSS) [5] и в соответст-
вующей литературе, приведенной в [4] и [5]. 

1.2 Основные принципы 

Теория надежности конструкций рассматривает все основные переменные как случайные величины, обла-
дающие соответствующими типами распределения вероятностей. Для воздействий, свойств материалов и 
геометрических данных необходимо рассматривать различные типы распределений. Кроме того, необходимо 
принимать во внимание неопределенности моделей воздействий и моделей несущей способности. Предвари-
тельные теоретические модели основных переменных и методик для вероятностного анализа указаны в доку-
ментах «Объединенного комитета надежности конструкций» (JCSS) [5]. 

 
2. Основные случаи надежности конструкций 

2.1 Общие положения 

Главная задача теории надежности конструкций связана с основным требованием к соотношению эффекта 
воздействия E и несущей способности конструкции R, сформулированной в виде неравенства 

RE   (1) 

Условие (1) представляет собой желаемое (удовлетворительное, безопасное) состояние рассматриваемого 
элемента конструкции. Предполагается, что разрушение конструкции произойдет тогда, когда условие (1) не 
будет выполняться. Таким образом, предполагаемое четкое (однозначное) различие между желаемым (безо-
пасным) и неприемлемым состоянием (разрушением) конструкции дано в виде уравнения: 

0 ER  (2) 

В уравнении (2) представлена основная форма границы разрушения, называемая функцией предельного 
состояния (функцией работоспособности) (см. также главу I настоящего Руководства 2). Следует отметить, 
что для некоторых элементов и материалов конструкций предположение о четкой границе разрушения может 
быть весьма условным, и может быть принято только приблизительно. Такой случай показан в следующем 
Примере 1. 

Пример 1. 

Стальной стержень, изображенный на рис. 1, обладает прочностью на разрыв , где d — 4/2
yfdR 

диаметр стержня, а  — предел текучести. Вес нагрузки на стержень составляет yf VE  , где V — объем, а 

ρ — плотность объемной массы груза. Таким образом, неравенство (1) имеет вид: 
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4/2
yfdV    

Тогда функция предельного состояния (2) будет иметь вид: 

0-4/2  Vfd y  

В данном примере предельное состояние определяется как состояние, при котором напряжение стержня 
достигнет предела текучести . Данное упрощение допустимо во многих общих случаях, однако (в зависи-yf
мости от типа конструкционной стали), оно может не соответствовать фактическому разрушению стержня. В 
частности, когда используется пластичная конструкционная сталь с деформационным упрочнением, то разру-
шение (разрыв) произойдет, когда напряжение достигнет предела прочности стали, значительно превышаю-
щего предел текучести. 

При проведении всех численных расчетов могут использоваться таблицы MATHCAD SteelRod.mcd, 
DesVRod.mcd, приведенные в приложении. 

 

Рис. 1. Стержень. 

Обе переменные Е и R, как правило, являются случайными величинами и справедливость неравенства (1) 
не может быть абсолютно гарантирована, т.е. иметь вероятность, равную 1 (полная уверенность). Таким об-
разом, необходимо признать, что предельное состояние, представленное в уравнении (2), может быть превы-
шено, и разрушение может произойти с некоторой долей вероятности. Ключевой задачей теории надежности 
является оценка вероятности разрушения  и определение необходимых условий для ограничения этой ве-fP
личины. Для выполнения простого условия в виде неравенства (1) вероятность разрушения может быть фор-
мально представлена в виде: 

  (3) )(Pf REP 

Случайный характер эффекта воздействия E и несущей способности R, которые выражены посредством 
подходящей переменной (показателя производительности) X (т.е. напряжения, силы, изгибающего момента, 
прогиба), как правило, характеризуется соответствующей функцией распределения, а именно, функциями 
распределения ФЕ( x ), ФR( x ) и соответствующими функциями плотности вероятности φЕ( x ), φR( x ), где x  
— общая точка рассматриваемой переменной X, используемой для выражения обеих переменных Е и R. Рас-
пределения переменных E и R далее зависят от соответствующих параметров, например, от параметров мо-
ментов μЕ, σЕ, ωЕ μR, σR и ωR. Далее предположим, что Е и R взаимно независимы (что достигается путем соот-
ветствующих преобразований). 

На рис. 2 приведен пример функций плотности распределения вероятности обеих переменных Е и R, и их 
взаимоположение. Типы распределения и их параметры на рис. 2 приведены с целью демонстрации. В част-
ности, параметры моментов (средние значения и стандартные отклонения) могут рассматриваться как относи-
тельные значения, выраженные в процентном соотношении от среднего значения несущей способности μR 
(т.е. нормированной с помощью μR). 

Следует отметить, что функции плотности распределения вероятности φЕ( x ) и φR( x ), приведенные на 
рис. 2, пересекаются, и, таким образом, становится ясно, что неблагоприятные реализации переменных E и R, 
обозначенные строчными буквами е и r, могут оказаться в соотношении е > r, т.е. воздействие нагрузки пре-
высит значение несущей способности, вследствие чего произойдет разрушение. Очевидно, что для того, что-
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бы удерживать вероятность разрушения )(Pf REP   в пределах допустимости, параметры переменных E 

и R должны соответствовать определенным условиям (связанным с взаимным расположением и вариациями 
обоих распределений) в зависимости от типов распределения. 

 
Плотность вероятности )(xE , )(xR  

Воздействие нагрузки E, гамма-распределение, E =100, E =10 

Несущая способность R, логарифмически нормальное распределение, R =100, R =10 

Случайная переменная X 

Рис. 2. Эффект воздействия Е и несущая способность R как случайные переменные. 

Желаемые условия, несомненно, будут включать тривиальное неравенство μЕ < μR (см. рис. 2). Очевидно, 
что данное «требование к взаимоположению» обоих распределений не является достаточным условием для 
обеспечения указанной вероятности разрушения . Верные условия должны также включать условия для fP
вариаций обеих переменных. Более подробно это будет рассмотрено при дальнейшем обсуждении основных 
примеров оценки надежности конструкций. 

2.2 Основные случаи оценки с одной случайной переменной 

Для начала рассмотрим частный случай, когда одна из переменных Е или R, например, эффект воздейст-
вия Е, имеет очень низкую (пренебрежимо малую) изменчивость по сравнению с изменчивостью несущей спо-
собности R. В таком случае E может рассматриваться как неслучайная (детерминированная) переменная, т.е. 
такая переменная, которая достигает определенного фиксированного значения  в каждой своей )( 00 EEE 
реализации. Данное допущение, несомненно, может рассматриваться как аппроксимация в некоторых практи-
ческих случаях. Один из таких случаев — подверженный нагрузке стальной стержень из Примера 1, в случае с 
которым вес подвешенного груза может быть определен достаточно точно (т.е. без значительной неопреде-
ленности). Данный частный случай изображен на рис. 3, где эффект воздействия представлен фиксирован-
ным значением е0 = 80 (μЕ = 80, σЕ = 0) и несущая способность по логарифмически нормальному распределе-
нию имеет среднее значение μR = 100, σR = 10 (все численные данные нормализованы до безразмерных вели-
чин). 

Вероятность отказа  в данном частном случае детерминированного воздействия нагрузки, изображен-fP
ном на рис. 3, может оцениваться напрямую с помощью функции распределения ФR( x ) по аналогии с кванти-
лем. Значение е0 можно просто определить как квантиль несущей способности R, для которого вероятность 

fP  может быть рассчитана посредством следующего уравнения: 

)()(P 00f eeRP R  (4) 

Значение функции распределения ФR (E0), как правило, определяется по таблицам стандартизированной 
случайной величины U, для которой вычисляется значение u0, соответствующее E0. Это следует из общей 
формулы преобразования: 
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RReu  /)-4( 00   (5) 

 
Плотность вероятности )(xR  

Детерминированное воздействие нагрузки E : e0= 80, ( E = 80, E = 0) 

Случайная несущая способность R, логарифмически нормальное распределение, 

R = 100, R = 10 

Случайная переменная X 

Рис. 3. Детерминированное значение эффекта воздействий Е и случайное значение несущей 
способности R. 

Вероятность разрушения будет дана следующим образом: 

)()()(P 000f ueeRP UR   (6) 

где  — значение функции распределения стандартизированной случайной величины соответст-)( 0uU
вующего распределения (например, нормального или логарифмически нормального). 

Следует отметить, что значение -u0 — это расстояние фиксированного значения E0 эффекта воздействия E 
от среднего значения μR несущей способности R, выраженное в единицах стандартного отклонения σR. Если 
распределение несущей способности R является нормальным, то данное расстояние называется индексом 
надежности β: 

RoR e  /)(   (7) 

и вероятность разрушения может быть выражена следующим отношением 

)()(P 0f  UeRP  (8) 

Как правило, индекс надежности β определяется как отрицательная величина стандартизированной нор-
мальной переменной, соответствующей вероятности разрушения . Таким образом, в качестве определения fP
может быть принято следующее отношение (см. Главу I настоящего Руководства) 

)(1
fU    (9) 

где  — обратная стандартизированная нормальная функция распределения. В настоящее время )(1
fU 

индекс надежности β, определение которого дано в уравнении (9), является широко используемым средством 
вычисления надежности конструкций в некоторых национальных и международных документах (см. также 
Главу I настоящего Руководства 2). Однако следует отметить, что распределение вероятностей несущей спо-
собности R может отличаться от нормального распределения. 
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Пример 2. 

Допустим, несущая способность R имеет среднее значение μR = 100 (выраженное в безразмерных едини-
цах), стандартное отклонение σR = 10 (коэффициент вариации составляет VR = 0,10). Для детерминированно-
го значения эффекта воздействия задано значение е0 = 80 (см. рис. 3). Если R имеет нормальное распределе-
ние, то индекс надежности следует непосредственно из уравнения (7) 

210/)80100(   

и вероятность разрушения следует из отношения (8) 

0,023(-2))80P(f  uRP  

где  является значением функции распределения стандартизированного нормального распределе-(-2)u
ния при . Однако, если распределение R не является нормальным, а логарифмически нормальным с 2u
нижним пределом, равным нулю (асимметрия составляет  [9]), то оно следует из 301,03 3  RRR VV
уравнения (5) 

210/)10080(0 u  

Тогда вероятность разрушения  будет равна fP

0,0142)()80P( ULN,f  RP  

где  является функцией распределения стандартизированной случайной величины U с лога-2)(ULN, 
рифмически нормальным распределением с нижним пределом, равным нулю (асимметрия составляет 

301,0 ). Полученные вероятности различаются незначительно, однако их значения достаточно велики. 

Если заданное значение эффекта воздействия уменьшается до 700 e , то при нормальном распределе-

нии несущей способности R индекс надежности β = 3, и вероятность разрушения составляет 

0,001353)()70P( uf  RP  

Если распределение несущей способности R является логарифмически нормальным с нижним пределом, 
равным нулю, то 

0,000213)()70P( ULN,f  RP  

Индекс надежности, определяемый с помощью уравнения (9), будет равен , 53,3)00021,0(1  
U

т.е. больше, чем значение 3, полученное при нормальном распределении несущей способности R. 

Очевидно, что при воздействии нагрузки, равной всего е0 = 70, полученная вероятность разрушения будет 
значительно ниже, чем в случае, когда е0 = 80. Кроме того, численный пример также показывает, что допу-
щение, касающееся типа распределения, играет важную роль и, может, в некоторых случаях иметь решающее 
значение. 

2.3 Основной случай с двумя случайными переменными 

Предположим, что обе основные переменные, эффект воздействия E и несущая способность R являются 
случайными величинами. В таком случае, как правило, сложнее оценивать вероятность разрушения, опреде-
ляемую по уравнению (3). Простое решение может быть получено, если задать нормальное распределение 
для Е и R. Тогда их разность, 

ERZ   (10) 

называемая запасом прочности, также будет иметь нормальное распределение с параметрами 

 

ERZ    (11)  

 

22222 2 ERREERZ    (12) 
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где RE  – коэффициент корреляции R и Е. Часто допускается, что R и Е являются взаимно независимыми 

и RE = 0. Уравнение (3) для вероятности разрушения  теперь может быть представлено в виде: fP

  

(0) = 0) < ZP(=R) <E P( Zf P  (13) 

и задача сводится к определению функции распределения ФZ(z), при z = 0, что приводит к вероятности 
того, что запас прочности Z будет отрицательным. Функция распределения ФZ(0) обычно определяется путем 
преобразования переменной Z в стандартизированную случайную величину U. Используя данное уравнение, 
получаем значение u0, соответствующее значению 0g , и равное 

u0 = (0 - )Z / ZZZ  /  (14) 

Тогда вероятность разрушения будет представлена, следующим образом: 

)(u = 0) (=) <P( 0Uf  ZERP  (15) 

Функция плотности распределения вероятности φZ(z) запаса прочности Z показана на рис. 4, где серая об-
ласть под кривой φZ(z) соответствует вероятности разрушения . fP

 
Плотность вероятности )(gZ  

Запас прочности Z 

Рис. 4. Распределение запаса прочности Z. 

При условии, что Z имеет нормальное распределение, значение –u0 называется индексом надежности, ко-
торый, как правило, обозначается символом β. При условии нормального распределения запаса прочности Z, 
из уравнений (11), (12) и (14) следует, что индекс надежности β можно представить в виде простого отноше-
ния 

2222 2
/

ERREER

ER
ZZ







  (16) 

Если величины R и Е являются взаимно независимыми, то коэффициент корреляции ρRE стремится к нулю 
(ρRE = 0). Таким образом, индекс надежности β будет расстоянием от среднего значения μR запаса прочности 
Z до начала координат, представленным в единицах стандартного отклонения σZ. 

Пример 3. 

Еще раз рассмотрим Пример 2, в котором несущая способность R и воздействие нагрузки E – взаимно  не-
зависимые случайные величины (ρRE = 0) с нормальным распределением. Несущая способность R будет иметь 
среднее значение μR = 100, вариация σR = 10 (коэффициент вариации, таким образом, будет равен лишь w = 
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0,10), а эффект воздействия E будет иметь среднее значение μE = 80 и σE = 8 (выраженные в безразмерных 
единицах). Согласно уравнениям (11) и (12): 

2080100   

2222 81,12810 Z  

Так как обе основные переменные R и E имеют нормальное распределение, индекс надежности β следует 
напрямую из уравнения (16) 

56,181,12/20   

и вероятность разрушения следует из отношения (8) 

0,059  (-1,56)  0)P(f  UZP   

Если переменные E и R не являются нормальными, то распределение запаса прочности G также не будет 
нормальным, и описанный выше подход придется изменить. В общих случаях можно использовать численное 
интегрирование или преобразование обеих переменных в переменные с нормальным распределением. Приве-
дение к нормальному распределению в основном используется в программах. 

Для первичной оценки вероятности разрушения  может быть использована приближенная простая ме-fP
тодика вычислений. Запас прочности Z может быть приближен посредством логарифмически нормального 
распределения с тремя параметрами. Предположим, что распределения Е и R зависят от параметров момен-
тов μЕ, σЕ, ωЕ, μR, σR и ωR. Среднее значение и вариация запаса прочности Z могут быть вычислены с помощью 
приведенных выше уравнений (11) и (12), которые верны при переменных с произвольным распределением. 
При условии, что Е и R являются взаимно независимыми, асимметрия ωZ запаса прочности Z может быть рас-
считана в соответствии с приближенной формулой (см. Приложение А «Основные статистические понятия и 
методы» настоящего Руководства 2) 

2/322

33

)( RR

EERR
Z 





  (17) 

Далее предположим, что запас прочности Z может быть описан с достаточной точностью с помощью лога-
рифмически нормального распределения с заданными параметрами моментов μZ, σZ и ωZ (уравнения (11), (12) 
и (17)). Показано, что данное приближение дает удовлетворительные результаты, при условии, что вероят-
ность разрушения не слишком мала. 

Пример 4. 

Рассмотрим растяжку с несущей способностью R, на которой подвешен груз весом E. Пусть R – логарифми-
чески нормальная переменная с минимальным значением, равным нулю, и с параметрами (также выраженны-
ми в безразмерных единицах) μR = 100 и σR= 10 (и, следовательно, ωR = 0,301), а E обладает распределением 
Гумбеля с параметрами моментов μE = 50 и σE = 10 (распределение Гумбеля [9] имеет положительную асим-
метрию ωE = 1,14). 

Параметры моментов запаса прочности рассчитываются в соответствии с уравнениями (11), (12) и (17) 

5050100  ERZ   

222222 14,141010  RRG   

  30,0
)1010(

14,110301,010
2/322

33

2/322

33












ER

EERR
Z


  

Для стандартизированной случайной переменной из уравнения (14) следует, что 

54,314,14/50/0  ZZu   

Для логарифмически нормального распределения с асимметрией μZ = - 0,30 верно следующее уравнение: 

0,00101  (-3,54)  )P( ULN,f  ERP  

что соответствует индексу надежности β = 3,09. Более точный результат, полученный благодаря примене-
нию программы VаP [7], составляет =0,00189. fP

Однако если при оценке вероятности разрушения асимметрия не принимается во внимание и предполага-
ется условие нормального распределения, то следует: 
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0,00020  (-3,54)  )P( Uf  ERP  

что существенно отличается от результата, полученного при предполагаемом логарифмически нормаль-
ном распределении. 

Для всех численных расчетов могут использоваться таблицы MATHCAD StRod.mcd, DesVRod.mcd, приве-
денные в приложении. 

 
3. Точное решение для двух случайных переменных 

В случае с двумя случайными переменными E и R с любым распределением, можно достичь точного расче-
та вероятности разрушения , определяемого с помощью формулы (3), используя интегрирование вероятно-fP
сти. На рис. 5 приводится пояснение к данному методу. Пусть событие А обозначает проявление эффекта 
воздействия E на протяжении дифференциального интервала времени  dxxx, . Вероятность события А 

определяется следующим образом: 

xxxxExPAP E d)()d()(   (18)  

Обозначим буквой В событие, при котором несущая способность R встречается на протяжении интервала 
времени  x, . Вероятность события B [9] определяется следующим образом: 

RPBP ()(  < )() xx R  (19) 

Дифференциальное приращение вероятности разрушения , соответствующее наличию переменной Е в fdP
интервале времени , вычисляется с помощью вероятности одновременного наступления собы- dxxx,
тий А и В, т.е., вероятности их пересечения BA . В соответствии с принципом умножения вероятностей 
[10] получаем следующее выражение: 

xPBPAPBAPP ()()()(d f  <E< dxxxxRPdxx ER )()()()   (20) 

В данном примере применяется представленное выше допущение о взаимной независимости переменных Е 
и R и, как следствие, событий А и В. 

 
Плотность вероятности )(),( xx RE   

Воздействие нагрузки E 
Несущая способность R 
Случайная переменная X 

Рис. 5. Распределение переменных Е и R. 
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Интегрирование дифференциального отношения (20) в интервале времени, в котором одновременно при-
сутствуют обе переменные Е и R (как правило, в интервале времени <-∞, ∞>), приводит к следующему от-
ношению: 

  (21)  dxxx ER )()(f 

Интегрирование отношения (21), как правило, приходится проводить численно или используя методы мо-
делирования (например, прямые методы Монте-Карло). 

В таблице MATHCAD PrLnLn.mcd, приведенной в приложении, содержится простая программа, которая мо-
жет быть использована для расчетов численного интегрирования отношения (21) при условии, что обе пере-
менные E и R могут быть определены (по крайней мере, приблизительно) посредством общего логарифмиче-
ски нормального распределения (с тремя параметрами). 

Пример 5. 

Эффект воздействия E и несущая способность R характеризуются логарифмически нормальным распреде-
лением с теми же параметрами, как и в Примере 4 (распределение Гумбеля для E было заменено логарифми-
чески нормальным распределением с теми же параметрами). Приближенное решение в Примере 4, основан-
ное на логарифмически нормальном распределении с нижней границей, равной нулю, приводит к следующе-
му значению вероятности разрушения 0,00101  (-3,54)  )P( ULN,f  ERP . Численное интегрирова-

ние в соответствии с соотношением (21) с использованием программы MATHCAD дает нам решение 
 0,000792 )P(f  ERP , программа VaP предлагает решение 0,000707) P(f  ERP , которые 

можно рассматривать как очень точное приближение. 

Вероятность разрушения , рассчитываемую посредством прямого интегрирования, можно определить с fP
помощью таблицы MATHCAD PrLnLn.mcd при заданных параметрах переменных E и R (μR = 100, σR = 10, μE = 
50 и σE = 10). Вариация вероятности разрушения  с коэффициентами асимметрии ωE и ωR представлена на fP
Рис. 6. 

Согласно рис. 6, вероятность разрушения  в значительной степени зависит от асимметрий ωE и ωR (в fP
соответствии с предполагаемыми теоретическими моделями), а в реальных условиях данная вероятность мо-
жет отличаться в несколько раз, даже если средние величины и стандартные отклонения переменных E и R 
остаются неизменными. 

 
Асимметрия ωE 
Асимметрия ωR 

Рис. 6. Вероятность отказа  в зависимости от коэффициентов асимметрий ωE и ωR при μR = fP
100, μR = 10, σE = 50 и σE = 10. 

В результате, определить вероятность разрушения в случае с простым примером, представленным нера-
венством (1), где используются только две случайные величины E и R, легко только тогда, когда обе пере-
менные распределяются нормально. Если они распределяются иначе, тогда произвести точное решение более 
сложно, и полученные значения в значительной степени зависят от предполагаемого типа распределения. 
Приближенное решение при условии общего логарифмически нормального распределения (с тремя парамет-
рами) E и R обеспечивает довольно точную первичную оценку вероятности разрушения. Однако полученные 
значения необходимо проверять с помощью более точных методов, использующих соответствующие теорети-
ческие модели E и R. 
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4. Заключение 

Базовые методы надежности конструкций могут быть использованы для оценки надежности в основных 
случаях двух случайных переменных, когда функция предельного состояния сформулирована как разность 
между полученной несущей способностью конструкции и воздействием нагрузки. 

Основные принципы теории надежности обеспечивают методы проведения вычислений, которые могут 
быть использованы для оценки частных коэффициентов основных переменных. Однако оценка различных 
показателей надежности в новых нормах проектирования конструкций частично основана на статистическом и 
эмпирическом опыте. Безусловно, опыт прошлого зависит от местных условий, включая климатические воз-
действия и традиционно используемые строительные материалы и, как следствие, может значительно разли-
чаться в разных странах. Именно поэтому количество элементов и параметров надежности в настоящем своде 
европейских стандартов не фиксировано и зависит от национальных особенностей. 
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Приложения 

ATTACHMENTS 

1. MATHCAD sheet “SteelRod.mcd” 

Mathcad sheet SteelRod is intended to investigate an effect of the partial factor γG on reliability of a steel rod ex-
posed to permanent load G. 

2. MATHCAD sheet “DesVRod.mcd” 

Mathcad sheet DesVRod is intended to investigate of sensitivity factor αE and αR and design values Ed and Rd. 

3. MATHCAD sheet “PrLnLn.mcd” 

Mathcad sheet PrLnLn is intended for calculation of the failure probability Pf = P{E>R}based on approximation of 
E and R by three parameter lognormal distribution. 
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Attachment 1 - MATHCAD sheet “SteelRod.mcd” 

αg 1.35( ) 0.09=αg γG( )
αR σR γG( )

3⋅ αE σE
3⋅−

σg γG( )
3

:=
σg 1.35( ) 0.17=μg 1.35( ) 0.77=σg γG( ) σR γG( )( )

2 σE( )
2+:=

σR 1.35( ) 0.14=σE vE μE⋅:=σR γG( ) vR μR γG( )⋅:=μg γG( ) μR γG( ) μE−:=
4 Parameters of the reliability margin g = R - E

αE 2 vE⋅:=αR 3 vR⋅ vR
3+:=Skewness of R for lognormal and E for gamma distribution: 

vE 0.1=vR 0.08=Check: vE vXS
2

vXS
2

vG
2⋅+ vG

2+:=vR vXR
2

vXR
2

vf
2⋅+ vf

2+:=

β1 1.35( ) 4.76=β1 γG( ) qnorm Pf1 γG( ) 0, 1,( )−:=Pf1 γG( ) plnorm 0 x0 γG( )− mg γG( ), sg γG( ),( ):=
x0 1.35( ) 4.85−=Check: x0 γG( ) μg γG( )

1

C γG( )
σg γG( )−:=sg γG( ) ln 1 C γG( )

2+( ):=
mg γG( ) ln C γG( )( )− ln σg γG( )( )+ 0.5( ) ln 1 C γG( )

2+( )⋅−:=Parameters of transformed variable:

C γG( )
αg γG( )

2
4+ αg γG( )+⎛⎝ ⎞⎠

1

3

αg γG( )
2

4+ αg γG( )−⎛⎝ ⎞⎠
1

3

−

2

1

3

:=
Parameter C of three

parametr lognormal

distributon of g:

Reliability index assuming three parameter lognormal distribution of g (a refine estimate)

β0 1.35( ) 4.44=Check: Pf0 γG( ) pnorm β0 γG( )− 0, 1,( ):=β0 γG( )
μg γG( )

σg γG( )
:=

Reliability index assuming normal distribution of g (a first estimate)

5 Reliability assessment without integration

σG vG μG⋅:=vG 0.1:=μG Gk:=Parameters of G and f:

2 Parameters of basic varibles G and f

A 1.35( ) 6.32 10
3−×=Check: A γG( )

Gk γG⋅( )

fd
:=Design of the cross section area

fd
fk

γm:=γm 1.10:=fk 235:=parameter( )γG 1.0 1.05, 1.6..:=Gk 1:=Design input data:

1 Design of a rod cross section area  A = Gd / fd

A steel rod under a permanent load G - parameter study of γG

CoV:

μE 1=μR 1.35( ) 1.77=μE μG μXS⋅:=μR γG( ) μf μXR⋅ A γG( )⋅:=The mean of R and E

3 Parameters of the resistance R and load effect E

vXS
σXS

μXS
:=vXR

σXR

μXR
:=σXR 0.00:=μXR 1:=σXS 0:=μXS 1:=Model uncertainty:

σf vf μf⋅:=vf 0.08:=μf ω fk⋅:=ω 280

235
:=
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Pfn γG( )

0

∞
xEn x( ) Rln x γG,( )

⌠⎮⌡ d:= βn γG( ) qnorm Pfn γG( ) 0, 1,( )−:=
E has gamma, R lognormal distribution 

Pfg γG( )

0

∞
xEg x( ) Rln x γG,( )

⌠⎮⌡ d:= βg γG( ) qnorm Pfg γG( ) 0, 1,( )−:=

7 Parametric study of γG

1 1.2 1.4 1.6
3

4

5

6
Effect of the partial factor of G

R
e

lia
b

ili
ty

 i
n

d
e

x

β0 γG( )

β1 γG( )

βg γG( )

βn γG( )

βt

γG

Check: Pf0 1.35( ) 4.51 10
6−×=

Pf1 1.35( ) 9.68 10
7−×=

Pfg 1.35( ) 1.98 10
6−×=

Pfn 1.35( ) 6.24 10
7−×=

β0 1.35( ) 4.44=
β1 1.35( ) 4.76=
βg 1.35( ) 4.61=
βn 1.35( ) 4.85=

Note: Reliability assessment assuming normal distribution for E and R seems to be on a safe side 

(leads to a lower bound for β], while assessment assuming three parameter distribution for the 

reliability margin g seems to provide a more realistic estimate. 

6 Reliability assessment using integration 

Assuming normal distribution for E: En x( ) dnorm x μE, σE,( ):=
Assuming gamma distribution for E: k

μE

σE

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

2

:= λ μE

σE
2

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

:= Eg x( ) dgamma λ x⋅ k,( ) λ⋅:=

Assuming lognormal distribution of R having the lower limit at a (0 default): 

a γG( ) μR γG( ) 0.0⋅:= C γG( )
σR γG( )

μR γG( ) a γG( )−( )
:= aR γG( ) C γG( )

3
3 C γG( )⋅+:=

m γG( ) ln σR γG( )( ) ln C γG( )( )− 0.5( ) ln 1 C γG( )
2+( )⋅−:= s γG( ) ln 1 C γG( )

2+( ):=
Probability lognormal distribution of R Rln x γG,( ) plnorm x a γG( )−( ) m γG( ), s γG( ),[ ]:=
Failure probability Prob{R<E} and reliability index β βt 3.8:=
E has normal, R lognormal distribution 
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Attachment 2 - MATHCAD sheet “DesVRod.mcd” 
 

 

The mean of R and E μR γG( ) μf μXR⋅ A γG( )⋅:= μE μG μXS⋅:= μR 1.35( ) 1.77= μE 1=
CoV: vR vXR

2
vXR

2
vf

2⋅+ vf
2+:= vE vXS

2
vXS

2
vG

2⋅+ vG
2+:= Check: vR 0.08= vE 0.1=

Skewness of R for lognormal and E for gamma distribution: αR 3 vR⋅ vR
3+:= αE 2 vE⋅:=

4 Parameters of the reliability margin g = R - E

μg γG( ) μR γG( ) μE−:= σR γG( ) vR μR γG( )⋅:= σE vE μE⋅:= σR 1.35( ) 0.14=
σg γG( ) σR γG( )( )

2 σE( )
2+:= μg 1.35( ) 0.77= σg 1.35( ) 0.17=

αg γG( )
αR σR γG( )

3⋅ αE σE
3⋅−

σg γG( )
3

:= αg 1.35( ) 0.09=

5 Sensitivity coefficients α E and α R

αE γG( )
σE−

σg γG( )
:= αR γG( )

σR γG( )

σg γG( )
:=

1 1.2 1.4 1.6
0.4

0.6

0.8αE γG( )

αR γG( )

γG

Note that the sensitivity factor αE is shown with the oposite sign (as a positive quantity).

A steel rod under a permanent load G - sensitivity factors αE 

and αR

1 Design of a hanger cross section area  A = Gd / fd

Design input data: Gk 1:= γG 1.0 1.05, 1.6..:= parameter( ) fk 235:= γm 1.10:= fd
fk

γm:=
Design of the cross section area A γG( )

Gk γG⋅( )

fd
:= Check: A 1.35( ) 6.32 10

3−×=
2 Parameters of basic variables G and f

Parameters of G and f: μG Gk:= vG 0.1:= σG vG μG⋅:= ω 280

235
:= μf ω fk⋅:= vf 0.08:= σf vf μf⋅:=

Model uncertainty: μXS 1:= σXS 0:= μXR 1:= σXR 0.00:= vXR
σXR

μXR
:= vXS

σXS

μXS
:=

3 Parameters of the resistance R and load effect E
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Notes: 1) Figure shows that the partial factor γ G should be greater than about 1,25 otherwise the 

design value of the load effect Ed would be greater than the design value of the resistance Rd. 

2) The design value of the resistance Rd determined assuming lognormal distribution with 

the lower bound at zero is greater than Rd determined assuming the normal distribution. 

Rd0ln 1.35( ) 1.39=
Rd0 1.35( ) 1.34=
Rd 1.35( ) 1.33=

Ed0 1.35( ) 1.27=
Ed 1.35( ) 1.22=Check: 

1 1.2 1.4 1.6
0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

Ed γG( )

Rd γG( )

Ed0 γG( )

Rd0 γG( )

Rd0ln γG( )

γG

Rd0ln γG( ) μR γG( ) exp αR0− β vR⋅( )⋅:=
Rd0 γG( ) μR γG( ) αR0β σR γG( )⋅−:=Ed0 γG( ) μE αE0β σE⋅−:=
Rd γG( ) μR γG( ) αR γG( ) β σR γG( )⋅−:=Ed γG( ) μE αE γG( ) β σE⋅−:=

αR0 0.8:=αE0 0.7−:=β 3.8:=EC 1990 recommendation: 

6 Design values Ed and Rd
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Attachment 3 - MATHCAD sheet “PrLnLn.mcd” 

 

CR 0.3( ) =

Distribution bound x0R:
x0R αR( ) μR

σR

CR αR( )− αR 0≠if

μR 6 σR⋅− otherwise

⎛⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⎠

:= x0R 0.000( ) =

2. Integration bounds assuming αE>0, αR arbitrary: 

x0 αE αR,( ) max x0E αE( ) x0R αR( ),( ) αR 0≥if

x0E αE( ) otherwise

:= x0 0.608 0.301,( ) =

x1 αE αR,( ) μR 6 σR⋅+ αR 0≥if

x0R αR( ) otherwise

:= x0 0.608 1−,( ) =
x1 1 1−,( ) =

3. Transformation to the standardised normal distribution  Φ(u) (for any α): 

Standardised variable E: uE x( )
x μE−( )

σE
:= Transformed standardised variable E:

uuE x αE,( ) ln uE x( )
1

CE αE( )+⎛⎜⎝
⎞⎟⎠ ln CE αE( ) 1 CE αE( )2+⋅⎛⎝ ⎞⎠+

sign αE( ) ln 1 CE αE( )2+( )⋅
αE 0≠if

uE x( ) otherwise

:=

φE x αE,( ) dnorm uuE x αE,( ) 0, 1,( )
σE uE x( )

1

CE αE( )+⋅ ln 1 CE αE( )2+( )⋅
CE αE( ) 0≠if

dnorm uuE x αE,( ) 0, 1,( )
σE

otherwise

:= φE 50 0,( ) =
φE 50 0.0001,( ) =

Standardised variable R: uR x( )
x μR−( )

σR
:= Transformed standardised variable R:

Failure probability pf=P{E>R}

 for log-normal distribution LN(μ,σ,α) of E and R 

1. Input parameters for E and R : μE 50:= σE 10.:= αE 0 0.1, 2..:= x 0 0.1μE, 3μE..:= wE
σE

μE
:=

μR 100:= σR 10.:= αR 1− 0.9−, 2..:= x 0 0.1μR, 3μR..:= wR
σR

μR
:=

Distribution parameter C

given by the skewness αΕ: 
Check: 

CE αE( )
3

αE
2

4+ αE+⎛⎝ ⎞⎠
3

αE
2

4+ αE−−
3

2

:= CE 0.301( ) =

Distribution bound x0E: x0E αE( ) μE
σE

CE αE( )− αE 0≠if

μE 6 σE⋅− otherwise

⎛⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⎠

:= x0E 0( ) =

Check: 
Distribution parameter CR

given by the skewness αR: 
CR αR( )

3

αR
2

4+ αR+⎛⎝ ⎞⎠
3

αR
2

4+ αR−−
3

2

:=
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pf 0.608 0.0001,( ) 8.745 10
4−×=pf αE αR,( )

x0 αE αR,( )

x1 αE αR,( )

xφE x αE,( ) ΦR x αR,( )⋅⌠⎮⌡ d:=
Check: 

Failure probability pf (for positive α only):

ΦR x αR,( ) plnorm x x0R αR( )− mR αR( ), sR αR( ),( ):=Distribution function of R:

sR αR( ) ln 1 CR αR( )2+( ):=mR αR( ) ln CR αR( )( )− ln σR( )+ 0.5( ) ln 1 CR αR( )2+( )⋅−:=
φE 50 0.0001,( ) 0.04=φE x αE,( ) dlnorm x x0E αE( )− mE αE( ), sE αE( ),( ):=Probability density of E:

sE αE( ) ln 1 CE αE( )2+( ):=mE αE( ) ln CE αE( )( )− ln σE( )+ 0.5( ) ln 1 CE αE( )2+( )⋅−:=

5. Alternative procedure for determination of failure probability using built-in distribution 

function for log-normal distributiopn ΦLN,X(x) (for positive α only):

Figure 1. Failure probability pf=P{E>R} versus αE.
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pf 0.608 0.0001,( ) 8.745 10
4−×=pf αE αR,( )

x0 αE αR,( )

x1 αE αR,( )

xφE x αE,( ) ΦR x αR,( )⋅⌠⎮⌡ d:=

4. Failure probability pf using transformation to normal distribution (for αE>0, αR arbitrary: 

ΦR 0 0.3−,( ) 1.237 10
12−×=uuR 50 0,( ) 5−=ΦR x αR,( ) pnorm uuR x αR,( ) 0, 1,( ):=

Distribution function ΦLN,X(x) = ΦLN,U(u) = Φ(uu):

uuR x αR,( ) ln uR x( )
1

CR αR( )+⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠ ln CR αR( ) 1 CR αR( )2+⋅⎛⎝ ⎞⎠+

sign αR( ) ln 1 CR αR( )2+( )⋅
αR 0≠if

uR x( ) otherwise

:=
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Summary 

  
Basic reliability elements specified in current standards for structural design 

commonly include failure probability related to a certain reference period T. Required 
reliability level of buildings and other civil engineering works is usually specified by the 

design (target) failure probability pd or by appropriate reliability index βd corresponding to a 
specified design working life Td (for example 50 years). In reliability verification the design 

values βd and Td are sometimes replaced with an alternative reliability index βa derived from 

the design values βd and Td for a convenient reference period Ta (for example 1 year). 

Submitted study clarifies relationships between the alternative elements βa, Ta and 

design values βd, Td, and indicates relevant procedures for reliability verification when 

alternative reference period Ta is considered. It is emphasised that verification based on βa, Ta 
should be distinguished from verification of temporary or auxiliary structures when the design 
working life Td itself is short. Theoretical consideration and numerical examples show that 
characteristic values and partial factors of basic variables describing material properties and 
self-weight are significantly dependent on the relevant reference period.  

 
 

1 INTRODUCTION 
 

1.1 Background documents 
Recent documents [1], national [2], [3] and international documents ([4] to [7]) 

provide general principles and guidance for application of probabilistic methods to structural 
designs. The latest European document [5] and international standards [6] and [7] also 
indicate a theoretical basis of the so called “partial factor method” and procedures for 
determination of partial factors of material properties and actions using probabilistic 
principles.  

The basic reliability elements considered in these procedures include probability of 

failure p (or equivalent reliability index β) corresponding to a certain reference period T used 
in verification of structural reliability. The reference period T used in verification may or may 
not coincide with the design working life Td, which is the time period during which a structure 
is required to perform adequately. When the reference period used in reliability verification is 
different from Td then it is called an alternative period and denoted in this study Ta.  

 

1.2 General Principles 
Basic probabilistic methods are used to analyse principles of reliability differentiation. 

Similarly as in Chapter I in this Handbook two essentially different cases are distinguished in 
the following: 

- an alternative reference period Ta (for example 1 or 5 years), which is different from 
the design working life Td (for example 50 years), is considered; this case is applicable when 
probabilistic models related to the period Ta are more credible than those related to Td; 
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- the design working life Td itself is short (for example 2, 5 or 10 years); this is the 
case of temporary or auxiliary structures and structures under a transient design situation 
(during execution or repair). 

In the following the principles of reliability differentiation specified in current 
international documents [5,6,7] and related procedures for determining reliability measures to 
be applied in verification cases considering various design-working lives are discussed. 
Appropriate reliability elements (characteristic values and partial factors) are derived for 
material properties, self-weight and climatic actions (temperature, snow and wind) taking into 
account time dependence of failure probability and the reliability index.  

 
 

2 BASIC RELIABILITY ELEMENTS 

 
The basic reliability measures include the probability of failure and reliability index as 

introduced in Chapter I and II in this Handbook. The probability of structural failure Pf can be 
generally defined as  
 Pf = P{Z(X) < 0} (1) 

The limit state (performance) function Z(X) is formulated in such a way that the 
reliable (safe) domain of a vector of basic variables X = X1, X2, ... , Xn corresponds to the 
inequality Z(X) > 0 while the failure domain to the complementary inequality Z(X) < 0.  A 
simple example of Z(X) describes the basic relationship between the resulting load effect E 
and resistance R  

 Z(X) = Z = R − E (2) 

The random variable Z in equation (2) is often called the reliability (safety) margin; its 

mean μZ, standard deviation σZ and skewness ωZ may be derived from corresponding 
characteristics of resulting variables R and E as indicated in Chapter II. 

Instead of the failure probability Pf, the reliability index β is frequently used in 

reliability consideration as an equivalent quantity to Pf. The reliability index β is related to the 
failure probability Pf as already indicated in Chapter I 

 Pf = Φ(−β) (3) 

In this equation, Φ( ) denotes the distribution function of standardised normal 
distribution. Note that, if the safety margin Z has normal distribution, then the reliability index 

may be determined simply as the ratio of μZ and σZ, thus β = μZ /σZ (in this case β denotes the 

distance of the mean μZ from the origin taking the standard deviation σZ as a unit). Chapter I 
shows the numerical relationship of both quantities. It should be emphasized that the failure 

probability Pf and the reliability index β represents fully the equivalent reliability measures 
with one to one mutual correspondence given by equation (3).  

In the recent European document [5] a design working life for common structures is 

considered as Td = 50 years, the reliability index for ultimate limit states βd = 3,8 corresponds 

to the design failure probability Pd = 7,2 × 10-5, for serviceability limit states βd = 1,5 and pd = 
6,7 × 10-2 (a more appropriate term is the “target probabilities” used in ISO documents [6] 
and [7]). These quantities are recommended as reasonable minimum requirements and it is 

emphasized that Pd and βd are formal conventional quantities only and may not correspond to 
actual frequency of failures. 

In design analysis of a structure it is generally required that  

 Pf ≤ Pd (4) 

or equivalently in terms of reliability index  
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 β  ≥ βd  (5) 

where pd denotes specified design (target) failure probability corresponding to the target 

reliability index βd.  
Conditions (4) or (5) have to be used by designers when probabilistic methods are 

applied for verification of structural reliability.  Indicative target values pd and βd are declared 
in some national standards (e.g. [2] and [3]) and recently also specified in international 
documents (e.g. [4] to [7]) for various design conditions (limit states, failure consequences 
and economic aspects). 

 
 

3 DESIGN WORKING LIFE AND RELIABILITY 
 
Design working life Td is an assumed period of time for which a structure or part of it 

is to be used for its intended purpose with anticipated maintenance but without major repair 
being necessary.  In recent documents of CEN [5] and ISO [6] indicative values of Td are 
provided for five categories of structures as shown in Chapter I of this Handbook.  

More detailed specification of structural categories and design working lives is 
available in the ISO documents [6, 7]. In general the design working lives indicated in [2] are 
greater (in some cases by 100 %) than those given in Chapter I. For example the design 
working life for temporary structures indicated in [2] is 15 years, for agricultural structures 50 
years, for apartment and office buildings 100 years, and for railway structures, dams, tunnels 
and other underground engineering works 120 years.  

Design failure probabilities pd are usually indicated in relation to the expected social 
and economical consequences. Table 1 shows classification of target reliability levels 

provided in EN 1990 [5]. Reliability indexes β are given for two reference periods T (1 year 

and 50 years) only, without any explicit link to the design working life Td. Similar β-values as 
in Table 1 are given in [3] for the ultimate limit states, for which, however, the design 
working life Td = 80 years (for building structures) is considered. 

It should be underlined that a couple of β values (βa and βd) specified in Table 1 for 
each reliability class (for 1 year and 50 years) correspond to the same reliability level. 
Practical application of these values depends on the time period Ta considered in the 
verification, which may be connected with available information concerning time variant 
vector of basic variables X = X1, X2, ..., Xn.  For example, if the reliability class 2 and 50 years 

design working period is considered, then the reliability index βd = 3,8 should be used in the 
verification of structural reliability. The same reliability level corresponding to class 2 is 

achieved when the time period Ta = 1 year and βa = 4,7 is used.  Thus, various reference 
periods Ta, in general different from the design working life Td, may be used for achieving a 
certain reliability level. 

 
Table 1. Reliability classification in accordance with CEN [5] 

Reliability index β Reliability 
classes 

Consequences for loss of 
human life, economical, 
social and environmental 
consequences 

βa for Ta= 
1 year 

βd for Td= 
50 years 

Examples of buildings and 
civil engineering works 

 

3 – high High 5,2 4,3 Bridges, public buildings 
2 – normal Medium 4,7 3,8 Residential and office 

buildings 
1 – low Low 4,2 3,3 Agricultural buildings, 

greenhouses 
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Similar target βd values are provided in ISO 2394 [6] for the design working life Td 
(called in ISO “life time”) without specification of any particular value of Td.  As indicated in 
Table 2, two factors are considered for reliability differentiation in [6]: relative costs of safety 
measures and consequences of failure. 

 

Table 2. Target reliability index βd for the design working life Td given in ISO 2394 [6] 

Consequences of failure Relative costs of safety 
measures  small some moderate great 

High 0 1,5 2,3 3,1 
Moderate 1,3 2,3 3,1 3,8 
Low 2,3 3,1 3,8 4,3 

 
It appears that available documents do not provide an explicit guidance on how to take 

into account the design working life Td. Both international documents CEN [5] and ISO [6] 

give the target value βd for specific reference periods T, however, no explicit rule is offered 

for adjustment of target value βd to different working design lives Td recommended for 
various types of construction works. 

Nevertheless, some indication is provided in another ISO document [7] for assessment 
of existing structures where it is recommended that reliability levels for any residual lifetime 
could be similar to those considered for the design working life Td in the case of a new 
structure. Consequently, similar reliability levels (expressed in terms of probability pd or 

reliability index βd) may be considered when designing structures for different design 
working lives Td, for example for Td = 50 and Td = 25 years.  

 
 

4 VARIATION OF FAILURE PROBABILITY WITH TIME 
 
When the vector of basic variables X = X1, X2, ... , Xm is time variant, then failure 

probability p is also time variant and should  always be related to a certain reference period T, 
which may be generally different from the design working life Td. Considering a structure of a 
given reliability level, the design failure probability pd = pn related to a reference period Tn = n 

T1 can be derived from the alternative probability pa = p1 corresponding to Ta = T1 (to simplify 
notation note that previously used subscript "d" corresponds now to "n" and subscript "a" to 
"1") using approximate relationship given in [6], [7]  

 Pn = 1 − (1 − P1)
n
 (6) 

For very small probabilities, this relationship could be further simplified as pn = p1 Tn / 

T1. Time periods T1 and Tn may have an arbitrary length and n = Tn / T1 may not be an integer; 
T1 is, however, often one year.  Probability pn increases (almost linearly) with Tn. 

It follows from equation (6) that reliability indexes β1 = βa and βn = βd, given in 

accordance to equation (3) as p1 = Φ(−β1) and pn = Φ(−βn) are related as follows [5]  

 Φ(βn) = [Φ(β1)]
n (7) 

Here Φ(.) denotes the distribution function of standardised normal distribution. Figure 

1 shows variation of βn with β1 for n = 5, 25, 50 and 100.  Note that, if the reference period T1 
is one year, then n indicates the number of years of the reference period Tn (n = Tn). 
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Figure 1 confirms data indicated in Table 1. For example, if the target reliability level 

of a structure is specified by β50 = 3,8 for the design working life Td = Tn = 50 years, then it 

could be verified using reference period Ta = T1 =1 year and βa = β1 =4,7.  When, however, the 
same reliability index 3,8 is specified for a structure having a design working life Tn = 25 

years only, thus β25 = 3,8, then the reliability of this structure could be verified using an 

alternative reference period T1 = 1 year and reliability index β1 = 4,5, similarly when β5 = 3,8 

then β1 = 4,2 (see Figure 1). 
 

Figure 1. Variation of βn with β1 for n = 5, 25, 50 and 100 
 
Note that, if 1-year period would be used for specification of the target reliability level 

of a structure, then Figure 1 provides information on the resulting failure probability 
corresponding to a given working life Tn. For example, if the target reliability level is 

specified by the reliability index β1 = 4,7 (corresponding to the probability p1 = 1,3 × 10-6), 
then (as already mentioned) the reliability level of a structure having a working life, Tn = 50 

years is characterised by β50 = 3,8.  Similarly when a period Tn = 5 years is used, then β5 = 4,3 

or when Tn = 100 years, then β100 = 3,6. 
So, the reliability level of a structure can be specified using different time periods T, 

which may not necessarily coincide with the design working life Td.  This may be useful when 
experimental data concerning time variant basic variables are available for a specific 
reference period T (for example 1 or 5 years) that is different from the design working life Td. 
In such a case, however, all the basic variables (including those that are time independent) 
should be considered by appropriate design values related to the same reference period T.  
The following simple example indicates the effect of using a reference period T different from 
the design working life considering a resistance variable (strength) having lognormal 
distribution. 

 
 

5 PARTIAL FACTOR OF A MATERIAL PROPERTY 
 

Consider a resistance variable R (strength) having lognormal distribution.  When an 
alternative reference period Ta instead of the design working life Td is used in reliability 
verification of a structure, then the design value of R should be determined for Ta instead of 
Td. It is assumed that the characteristic value Rk of R is defined as its 5% fractile [5], [6] a [7]. 
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Then of the resistance variable R, the characteristic value Rk and design value Rd are defined 
as [4], [5] 

 Rk = μR × exp (− 1,645 × VR) (8) 

 Rd = μR × exp (−αR × βa × VR)  (9) 

Taking into account equations (8) and (9) it follows that the partial factor is given as  

 γR = Rk / Rd = exp (− 1,645 × VR) / exp (−αR × βa × VR) (10) 

Considering selected values of the coefficient of variation VR, Figure 2 shows the 

partial factor γR for lognormal distribution of R (equation (10)). 
It follows from Figure 2 that when reliability of a structure is verified using a short 

alternative reference period Ta (for example for example for Ta = 1 year when βa = 4,7), the 

partial factor γR should generally be greater than in the case when the whole design working 

life Td (for example for Td = 50 when βd = 3,8) is considered. It may be noted that the partial 

factor γR of material property R increases with the increasing value of the reliability index βa. 
Similar conclusions can be expected for partial factors of other basic variables, in 

particular for partial factors of permanent actions.  
 

Figure 2. Variation of γR with βa for selected coefficients of variation (R lognormal) 
 

 

6 PARTIAL FACTORS OF SELF-WEIGHT 
 
Consider a self-weight G having normal distribution.  Similarly as in the case of 

material property, when an alternative reference period Ta instead of the design working life 
Td is used in reliability verification of a structure, then the design value of G should be 

determined for Ta instead of Td. The characteristic value Gk of G is defined as the mean μG 
[5], [6] and [7]: 

 Gk = μG (11) 

The design value Gd is given as [4], [5]  
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 Gd = μG − αG × β × σG = μG + 0,7× βa × σG = μG(1 + 0,7× βa × VG) (12) 

In equation (11) and (12) μG denotes the mean, σG the standard deviation, VG the coefficient 

of variation and αG = − 0,7 the sensitivity factor of G. The partial factor γG of G is defined as 
[5], [6] a [7] 

 γG = Gd / Gk (13) 

Taking into account equations (11) and (12) it follows from (13) that 

 γG = (1 + 0,7× βa × VG) (14) 

Figure 3 shows variation of the partial factor γG with the reliability index βa for 

selected values of the coefficient of variation VG = 0,05; 0,10; 0,15 and 0,20. Note that γG = 

1,35 (recommended in EN 1990 [5]) corresponds approximately to the reliability index βa = 
3,8 if the coefficient of variation is about 0,1 (the value in EN 1990 [5] was increased by 5% 
to take into account model uncertainty). 

 

 

Figure 3. Variation of γG with βa and coefficient of variation VG  (G normal). 
 
 
Assuming the coefficient of variation 0,1 for both the resistance R and the self weight 

G Figures 2 and 3 indicate that the partial factor of self-weight γG varies slightly more 

significantly with βa - values than with the partial factor γR of resistance variable R. This 
finding is, however, dependent on the distributions assumed for both variables. 

 
 

7 CLIMATIC ACTIONS AND IMPOSED LOADS 
 
Drafts of European documents for climatic actions due to temperature [8], snow [9] 

and wind [10] indicate possible reduction of characteristic values Qk for temperature, snow 
load and wind speed in case of shorter reference (return) period (for example 5 years) than 50 
years considered in normal cases. Such a reduction may be applied in transient design 
situations (for example during execution).  
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The following relationships for thermal, snow and wind actions, respectively, are 
recommended in relevant Parts of Eurocode EN 1991:  

(a) In accordance with EN 1991-1-5 [8] Thermal actions, the maximum and minimum 
shade air temperature Tmax,50/Tmin,50 for 50-year return period may be reduced to Tmax,n/ Tmin,n 
for n-year return period using the following formulae  

 Tmax,n = k Tmax,50 , for k = {k1 – k2 ln[-ln(1-1/n)]} (15) 

 Tmin,n = k Tmin,50,  for k = {k3 + k4 ln[-ln(1-1/n)]} (16) 

where Tmax,n/Tmin,n is the maximum/minimum, and the coefficients k1 = 0,781, k2 = 0,056, k3 = 
0,393, k4 = -0,156 might be used (based on data of UK [11]), 

(b) In accordance with EN 1991-1-3 [9] Snow actions the characteristic value of snow 
action sk,n corresponding to the return period of n years is given using Gumbel distribution as  

 sk,n = k sk,50, where k =
[ ]
[ ]57722,0))98,0ln(ln(

6
1

57722,0))1ln(ln(
6

1

+−−
+−−−

π
π

s

s

V

pV

 (17) 

where sk,50 is the characteristic snow load on the ground for 50-year return period and sk,n for 
n-year return period, p denotes here the probability of sk,n being exceeded corresponding to n 
years of return period and Vs is the coefficient of variation of annual maximum snow load, 

(c) In accordance with EN 1991-1-4 [10] the basic wind speed vb,n having the return 
period n years may be assessed using semi-empirical expressions  

 vb,n = k vb,50, where k  = 

5,0

))98,0ln(ln(1

))1ln(ln(1 ⎥⎦
⎤⎢⎣

⎡
−−

−−−
K

pK
 (18) 

where vb,50 is the basic wind velocity for 50-year return period and vb,n for n-year return period 
and p denotes here the probability of vb,n being exceeded corresponding to n years of return 

period. The constant K in equation (18) follows from Gumbel distribution as K = Vv√6/π, 
where Vv denotes coefficient of variation of annual wind speed. An approximate value K = 0,2 
(which corresponds to the coefficient of variation Vv= 0,26) is used in the following 
comparison of reduction coefficients k for considered climatic actions. 

Table 3 shows reduction coefficients k for climatic actions (applied in a general 
relationship Qk,n = k Qk,50) for selected return periods of n - years.  

 
Table 3. Reduction coefficient k for climatic actions (Qk,n = k Qk,50) for different return 
periods of n - years. 

Reduction coefficient k for Return period 

of n-years 

p 

Tmax,n Tmin,n sn,n vb,n 

2 years 0,5 0,8 0,45 0,64 0,77 

5 years 0,2 0,86 0,63 0,75 0,85 

10 years 0,1 0,91 0,74 0,83 0,90 

50 years 0,02 1 1 1 1 
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It follows from Table 3 that the characteristic value of climatic actions may be 
considerably reduced if shorter reference period is considered in the design. For example for 
5-year return period of action due to snow or wind reduces to 75 or 85 % of the characteristic 
values for 50-year return period, similarly the characteristic value of the maximum shade air 
temperature to 86%, the minimum shade air temperature even to 63%. Note that in 
verification of bridge decks during execution phases the characteristic values of uniform 
temperature components are derived from shade air temperature [8].  

It should be noted that no reduction of partial factors for load is indicated in 
documents [8], [9] and [10]. Thus, the same reliability level as for 50-year design working life 

described by pd = 7,2 × 10− 5 (βd = 3,8) may be considered also for the reference period T = n 

years. Certainly, a different reliability level (for example reduced to βd < 3,8) can be chosen 
taking into account economic and other aspects in accordance to the principles of reliability 
differentiation discussed above. 

Imposed load could be possibly also reduced when short reference time is considered 
similarly as climatic actions. Some statistical data are available in documents of JCSS [12]. 
However, a variety of random properties of different types of imposed loads make it very 
difficult to formulate general rules. Unless convincing data are available the characteristic 
values specified in current documents may be accepted without any reduction.  

 
 

8 EXAMPLES 

 
Consider a steel structure having the design working life Td = 50 years, for which the 

target failure probability is specified as pd = 7,2 × 10− 5 (βd = 3,8). Failure probability p for the 
alternative reference period Ta = 1 year, which is considered in design due to data concerning 

actions, will be lower than the target failure probability pd (p < pd and β > βd); from equation 
(6): 

 pa = 1 - (1-7,2 × 10− 5 )1/ 50 = 1,44 × 10− 6  

When the reference period Ta = T1 = 1 year is considered in design verification, then 

the reliability index β follows from equation (7) as 

 β1 = − Φ-1(1,44 × 10− 6) = 4,7  

Reliability index β1 is greater than the target value βd = 3,8 specified for the design working 
life Td = 50 years.  

Using equation (10) the partial safety factor γR for Ta = T1 = 1 year assuming the 
coefficient of variation VR = 0,08 (corresponding to the common variability of strength of 
structural steel) the partial safety factor is given as (see also Figure 2)   

 γR = exp (− 1,645 × 0,08) / exp (− 0,8 × 4,7 × 0,08) = 1,18 

Note that when the design working life Td = 50 is considered in reliability verification then: 

 γR = exp (− 1,645 × 0,08) / exp (− 0,8 × 3,8 × 0,08) = 1,12 

Obviously, the partial factor γR increases with the decreasing reference period Ta.  

The partial factor of self-weight γG is given by equation (14).  Assume again, that the 

specified reliability level for 50-year design working life is given by βd = 3,8.  Assuming the 
coefficient of variation VG = 0,1 and considering the one year time period for reliability 

verification (β1 = βa = 4,7), then the partial factor γG that should be used is 

 γG = (1 + 0,7 × 4,7 × 0,1) = 1,33 
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If the verification period is equal to the design working life (βd = βa = β50 = 3,8), then  

 γG = (1 + 0,7 ×3,8 × 0,1) = 1,27 

Thus, the variation in γG is less significant than the variation in γR (see also Figure 3). 
A different task is reliability verification of an agricultural structure having the design 

working life Td = 25 years, for which the target reliability index can be decreased to βd = 3,3 

(see Table 1). It follows from equation (10) that the partial factor γR for Td = 25 is  

 γR = exp (− 1,645 × 0,08) / exp (− 0,8 × 3,3 × 0,08) = 1,08 

The partial factor γR may, therefore, be decreased from 1,15 to about 1,1. However it 

should be emphasized that this reduction of γR is due to a reduced target reliability index βd = 
3,3 and not due to a shorter design working life Td = 25 instead of the usual Td = 50 years. 

Annex A includes MATHCAD Sheet “GammaRG” that can be used to make 
numerical calculations.  
 
 

9 CONCLUDING REMARKS 

 
(1) In present international documents the target values of failure are related to economic 

aspects of safety measures and consequences of structural failure only vaguely, without 
any explicit relation to various design working lives Td for different types of structures. 

(2) When alternative failure probability pa is derived for a suitable reference period Ta from 
the target failure probability pd and design working life Td, partial factors and 
characteristic values of variable actions for pa and Ta should also be specified.  

(3) For temporary structures, with a short design working life Td, the target failure probability 
pd can be specified in accordance with the general principles of reliability differentiation; 
reliability elements for basic variables should be derived for specified pd and Td.  

(4) The partial factors γ derived for an alternative reference period Ta different from Td may 
vary considerably from the values corresponding to the design working life Td depending 
on Ta and distributions of relevant basic variables. 

(5) The partial factor of self-weight γG corresponding to an alternative reference period Ta 

varies with βa-values less significantly than the partial factor of material property γR. 

(6) Partial factors γR derived for an alternative reference period Ta of one-year may be 

considerably greater than γR specified for the design working life Td.  
(7) Following recommendations of Eurocodes, the characteristic value for climatic actions 

due to snow corresponding to 5-year return (reference) period may be reduced to 75 % of 
the characteristic values for 50-year return period, similarly the characteristic value of 
wind speed may be reduced to 85 %, the maximum temperature to 86%, the minimum 
temperature to 63%.  
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ATTACHMENTS 

 

1. MATHCAD sheet “GammaRG.mcd” 

 MATHCAD sheet Gamma is intended for determination of the partial factor γR of the 

resistance R and the partial factor γG of the permanent load G. 

2. MATHCAD sheet ”PSI0.mcd” 

MATHCAD sheet PSI0 is intended for determination of the Combination factor ψ0 
for accompanying action. 

3. MATHCAD sheet ”PSI12.mcd” 

MATHCAD sheet PSI12 is intended for determination of the combination factor ψ12 
for accompanying action. 
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Attachment 1 - MATHCAD sheet “Gammarg.mcd” 

 

 

ξdn β V,( ) 1 βR β( ) V⋅−( ):= ξdn 3.8 0.1,( ) 0.696=

Normal distribution ξkln V( )
exp k−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξdln V( )

exp d−( ) ln 1 V
2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦

1 V
2+

:=

ξkn 0.1( ) 0.835=ξdln β V,( ) exp βR β( )−( ) ln 1 V
2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦

1 V
2+

:= ξdln 3.8 0.1,( ) 0.735=

GammaR γRn β V,( ) ξkn V( )

ξdn β V,( ):= γRln β V,( ) ξkln V( )

ξdln β V,( ):= γRn 3.8 0.1,( ) 1.2=

0 2 4
0.5

1

1.5

γRn β 0.05,( )

γRn β 0.1,( )

γRn β 0.15,( )

β
0 2 4

0.5

1

1.5

γRln β 0.05,( )

γRln β 0.1,( )

γRln β 0.15,( )

β
GammaG for permanent load assuming normal distribution

γGn β V,( ) 1 βE β( ) V⋅−:= γRn 3.8 0.1,( ) 1.2=

0 2 4
1

1.2

1.4γGn β 0.05,( )

γGn β 0.1,( )

γGn β 0.15,( )

β
0 0.2 0.4

1

2
γGn 3.3 V,( )

γGn 3.8 V,( )

γGn 4.3 V,( )

V

GammaR, gammaG for a theoretical model 

MATHCAD sheet for determination of the charactreistic, design values and partial factors γ R and  γG.

Coeficients of fractile estimation given in EN 1990 

5% fractile V uknown k 1.65:=
0,1 % fractile V unknown d 3.09:=

Sensitivity factors: αR 0.8:= αE 0.7−:= βR β( ) β αR⋅:= βE β( ) β αE⋅:=
Prameters: β 0 0.1, 5..:= V 0 0.1, 0.5..:=
Characteristic and design values (relative values related to the mean ) xk=ξkσ*μx, xd=ξds∗μx

Normal distribution ξkn V( ) 1 k V⋅−( ):=
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Attachment 2 - MATHCAD sheet ”PSI0.MCD” 

MATHCAD sheet "PSI0"
for calculating PSI 0 assuming theoretical models 

Combination factor ψ0 for accompanying action 

1 Input data V is coefficient of variability of the accompanying action related to the reference period T

(50 years), r = T/T1 where T1 is the greater of the of basic periods actions to be combined

(for example 5, 7, 10, 50)   

Range variables V 0.0 0.05, 1.0..:= r 1 50..:= β 3.8:= (reliability index) 

2 Factor ψ0 for normal distribution:

Formula following Turkstra's rule ψ0 = F-1(Φ(0,4*0,7 β)r)/F-1(Φ(0,7 β)):

ψ0n V r,( )
1 qnorm pnorm 0.28 β⋅ 0, 1,( )r

0, 1,( ) V⋅+
1 0.7β V⋅+:= Check: ψ0n 0.15 7,( ) 0.67=

Approximation in EC 1990

ψ0na V r,( )
1 0.28 β⋅ 0.7 ln r( )⋅−( )V+

1 0.7β V⋅+:= ψ0na 0.15 7,( ) 0.683=
3 Factor ψ0 for Gumbel distribution:

ψ0g V r,( )
1 0.78 V⋅ 0.58 ln ln pnorm 0.28 β⋅ 0, 1,( )( )−( )+ ln r( )+( )⋅−

1 0.78 V⋅ 0.58 ln ln pnorm 0.7 β⋅ 0, 1,( )( )−( )+( )⋅−:= ψ0g 0.15 7,( ) 0.584=

4 General ψ0 = F -1(Φ(0,4*0,7 βc)r)/F-1(Φ(0,7 βc)r): βc r( ) qnorm
pnorm 0.7− β⋅ 0, 1,( )

r
0, 1,⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠−:=

ψ0d V r,( )
qgamma pnorm 0.4 βc r( )⋅ 0, 1,( )r( ) V

2−,⎡⎣ ⎤⎦
qgamma pnorm βc r( ) 0, 1,( )r

V
2−,( ):= ψ0d 0.3 7,( ) 0.488= βc 7( ) 3.259=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

ψ0g V 7,( )

ψ0n V 7,( )

ψ0na V 7,( )

ψ0d V 7,( )

V
.

Figure 1. Variation of ψ0 with V for selected distributions. 

Check: V 0.1 0.2, 0.5..:= V

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

= ψ0n V 10,( )
0.727

0.548

0.423

0.33

0.258

= ψ0na V 10,( )
0.747

0.581

0.465

0.378

0.312

= ψ0g V 10,( )
0.664

0.474

0.352

0.268

0.205

=

Note. Gumbel distribution

leads to the lowest ψ0 
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4. Combination factor ψ0 , for time sensitivity factor αT < 1, V refers to period T (50 years)

N 10:= αT 0.5:= V 0 0.1, 1..:=
ψ0g β V, N, αT,( ) 1 0.78 V⋅ 0.58 ln ln pnorm 0.28 β⋅ 0, 1,( )( )−( )+ αT ln N( )+( )⋅−

1 0.78 V⋅ 0.58 ln ln pnorm 0.7β 0, 1,( )( )−( )+( )⋅−:=

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ψ0g 3.8 V, N, 0.5,( )

ψ0g 3.8 V, N, 0.6,( )

ψ0g 3.8 V, N, 0.7,( )

ψ0g 3.8 V, N, 1,( )

V
Figure 2. Variation of ψ0 with V for Gumbel distribution and factors αT. 

.
N 7:= αT 0 0.1, 1..:= V 0.3:=Variation of ψQ with αT

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ψ0g 3.3 V, N, αT,( )

ψ0g 3.8 V, N, αT,( )

ψ0g 4.3 V, N, αT,( )

αT

Figure 3. Variation of ψ0 with αT for Gumbel distribution and reliability indeces β . 
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Attachment 3 - MATHCAD sheet ”PSI12.MCD” 

MATHCAD SHEET PSI12 

Combination factor ψ12  for accompanying action 

1 Input data V is coefficient of variability of the accompanying action related to annual extremes.    

Coefficient of variation referred to point in time distribution w 0 0.1, 1.1..:=
Probability ρ = 1 - η / q for determining Q1 ρ 0 0.02, 1.01..:=
Rreliability index β 3.8:=

2. Factor ψ12 for normal distribution

ψ12 w ρ,( ) 1 qnorm ρ 0, 1,( ) w⋅+
1 qnorm 0.98 0, 1,( ) w⋅+:= ψ12 0.5 0.5,( ) 0.493=

3 Factor ψ12 for Gumbel distribution:

ψ12g w ρ,( ) 1 0.78 w⋅ 0.58 ln ln ρ( )−( )+( )⋅−
1 0.78 w⋅ 0.58 ln ln 0.98( )−( )+( )⋅−:= ψ12g 0.5 0.5,( ) 0.399=

4 Comparison of ψ12 for normal and Gumbel distribution:

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ψ12g w 0.5,( )

ψ12 w 0.5,( )

w

.

Figure 1. Variation of ψ12 factor with the coefficient of variation V assuming the

normal and Gumbel distribution  

The Gumbel distribution leads to a lower ψ12 factor than the normal distribution
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5 Variation of ψ12 with the probability  ρ  assuming Gumbel distribution:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

.

Figure 2. Variation of ψ12 with the probability ρ for selected coefficients of variation V

assuming Gumbel distribution.  

Examples of probability ρ = 1 - η / q where η is fraction of the refence period (0.01 or 0.5) during which

Q1 and Q2 are exceeded, p probabilioty of Q being non zero   

 - imposed w=1.1,

short term ψ1: on 18 days a year  ρ = 1 - η / q = 1- 0.01/0.05  ~ 0.8  

 long term  ψ2: almost  always on    ρ = 1 - η / q  = 1- 0.5/1        ~ 0.5  

 - wind w=0.5, ψ1: 10x8 hours a year       ρ = 1 - η / q  = 1- 0.01/0.009 ~ 0.1  

 ρ = 1 - η / q  = 1- 0.5/0.009   ~ NA >> 0   ψ2 ~ 0.0

 - snow w=0.7, on 5 days a year              ρ = 1 - η / q = 1- 0.01/0.014 ~ 0.3          ψ1~ 0.2

 ρ = 1 - η / q  = 1- 0.5/0.014    ~ NA >> 0   ψ2 ∼ 0.0

.

5 Variation of ψ12 with the probability  η  and q  assuming Gumbel distribution:

Probability of Q being non zero q 0 0.01, 1..:=

ψ12g w η, q,( ) 1 0.78 w⋅ 0.58 ln ln 1
η
q

−⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠−⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠+⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠⋅−
1 0.78 w⋅ 0.58 ln ln 0.98( )−( )+( )⋅−:= ψ12g 0.5 0.5, 0.50001,( ) 0.067−=
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0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ψ12g 1.1 0.01, q,( )

ψ12g 0.5 0.01, q,( )

ψ12g 1.1 0.5, q,( )

ψ12g 0.5 0.5, q,( )

q

Figure 3. Variation of ψ12 with the probability q for selected coefficients of variation V

and fraction η assuming Gumbel distribution.  
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ГЛАВА VI. ПРОЕКТИРОВАНИЕ СОВМЕСТНО С ПРОВЕДЕНИЕМ ИСПЫТАНИЙ 
Игорь Ковс 1 
1 Институт металлоконструкций, Любляна, Словения 

Краткая информация 

При определенных условиях проведение испытаний может быть желательно или необходимо для получе-
ния конкретных параметров проектирования. Типичные параметры, определяемые с помощью испытаний, 
включают воздействия на конструкцию, несущую способность конструкции или ее элементов и свойства мате-
риалов. Испытания также могут проводиться с целью калибровки параметров в теоретической модели несу-
щей способности. Расчетное значение параметра может быть получено из результатов испытаний в качестве 
предполагаемого значения определенного квантиля рассматриваемого параметра. Пояснения к данным мето-
дам приведены для определения отдельных свойств и для определения вероятностной модели несущей спо-
собности. 

 
1. Введение 

1.1 Справочные материалы 

В разделе 5.2 европейского стандарта EN 1990 [1] приведены наиболее общие принципы проектирования, 
сопровождаемого проведением испытаний, и дана ссылка на приложение D данного стандарта, где эти мето-
ды рассмотрены более подробно. Также пояснения к методам проектирования, сопровождаемого проведени-
ем испытаний, даны в приложении D международного стандарта ISO 2394 [2]. Эти стандарты различаются по 
ряду параметров в отношении к данному вопросу. Некоторые данные о вычислении статистических показате-
лей приведены в международном стандарте ISO 12491 [3] и литературных источниках по статистике (напри-
мер, [5]). 

1.2 Основные принципы 

При определенных условиях проведение испытаний может быть желательно или необходимо для получе-
ния конкретных параметров проектирования. Примеры таких возможных условий включают: 

 отсутствие или несоответствие вычислительных моделей;  

 использование большого количества схожих компонентов; 

 случаи, когда вычислительная модель приводит к результатам с большим запасом; 

 выведение новых расчетных формул; 

 подтверждение предположений, сделанных при проектировании. 

Неизвестные величины, оцениваемые по результатам испытаний, могут включать: 

 воздействия на конструкцию (например, ветровые нагрузки); 

 динамическую характеристику конструкции под воздействием постоянной или случайной нагрузки; 

 прочность и устойчивость конструкции или ее элементов. 

Уровень надежности конструкций, рассчитываемых при испытаниях, должен быть, по меньшей мере, таким 
же, как для конструкций, рассчитываемых только с помощью расчетных моделей. 

Оценка результатов испытаний должна быть основана статистических методах. Результаты испытаний 
должны в принципе включать распределение вероятностей неизвестных величин, включая статистические 
неопределенности. Данное распределение является основой для получения расчетных значений и частных 
коэффициентов. Возможно использование классической статистической интерпретации, в случае если выпол-
няется крупная серия испытаний, или при выполнении меньшей серии испытаний с целью калибровки модели 
с одним или несколькими параметрами. При выполнении небольшого количества испытаний, использование 
классической статистической интерпретации невозможно. При наличии предварительных данных о распреде-
лении исследуемых величин, результаты испытаний можно интерпретировать как статистические, используя 
байесовские методы. 

Расчетные значения для свойства материала, параметра модели или несущей способности модели должны 
быть получены из испытаний либо путем (а) оценки характеристического значения и применения соответст-
вующих частных коэффициентов и коэффициентов преобразования, либо путем (б) прямого определения 
расчетного значения неявно или явно, отвечающего за требуемую надежность и преобразования результатов. 

При определении характеристического значения необходимо принимать во внимание разброс результатов 
испытаний, статистическую неопределенность, которая связана с количеством испытаний и априорными ста-
тистическими данными. Частные коэффициенты должны быть заимствованы из соответствующих Европейских 
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норм проектирования. Вычислительные модели должны учитывать различия между запланированным поряд-
ком испытаний и реальным ходом испытаний. 

В случае, когда используется метод (б), необходимо учитывать предельные состояния и требуемый уро-
вень надежности. 

1.3 Предварительные статистические понятия 

Основная идея, положенная в уравнения для определения расчетных значений из испытаний, заключается 
в следующем: выборочные значения x1,x2,...,xn (например, значения, полученные в результате n-го количества 
испытаний) могут рассматриваться как наблюдаемые значения n одной и той же случайной переменной X. 
Однако мы можем в равной степени рассматривать эти значения n как единичное наблюдение случайных пе-
ременных n X1,X2,...,Xn (случайного вектора X), которые имеют одинаковое распределение (распределение X) 
и являются независимыми, поскольку предполагается, что выборочные значения должны быть независимы. 

Пример 1. 

При проведении испытаний выборки n были получены значения x1,x2,...,xn для параметра X. Предположим, 
параметр X является случайной переменной со средним значением μ и стандартным отклонением σ, каким 
является среднее значение m и стандартное отклонение s среднего значения выборки? 

Для решения данной задачи используем одну из теорем теории вероятностей: если известны независимые 
случайные переменные n X1,X2,...,Xn, и являются произвольными числами, то следующие выражения имеют 

силу: 
ia

)())(( iiii XEaXaE  (1) 

)())(( 2
iiii XDaXaD  (2) 

где  и  представляют собой среднее значение (ожидаемое значение) и отклонение (диспер-

сию) случайной переменной X. Высказывание о среднем значении справедливо, даже если переменные не 

являются независимыми. Важно отметить также, что X распределяется произвольно. 

)(XE )(XD

iX

Рассмотрим выборку x1,x2,...,xn как реализацию случайных переменных X1,X2,...,Xn. Тогда 
также будет являться случайной переменной, реализация которой является средним значе-

нием выборки. Если принять  в представленных выше уравнениях, то получим следующие выраже-

ния для среднего значения m и стандартного отклонения s выборочного среднего значения: 

nXM i /)(
nai /1

  nnnXEnXEMEm ii /)/))(()/)(()(  (3) 

nnnnXDnXDMDs ii //)/))(()/)(()( 22222    (4) 

Мы убеждаемся, что при увеличении числа выборок (количества испытаний), ожидаемое значение средне-
го значения остается прежним (и равным среднему рассчитываемому параметру), однако стандартное откло-
нение сокращается путем извлечения квадратного корня из числа выборок. Коэффициент вариаций среднего 
значения выборки равен:  

)/)/(/ nVnmsV XM    (5) 

а также сокращает число выборок. Соотношение  показано на рис. 1. XM VV /
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число выборок n  

Рис. 1. Соотношение как функция числа выборок. — коэффициент вариации сред-

него значения выборки,  — коэффициент вариации измеренного параметра. 
XM VV / MV

XV

Как было сказано выше, высказывания о распределении параметра X представлено не было. Вышеприве-
денные формулы применимы при произвольном распределении. Если случайная переменная X распределяет-
ся нормально, то и сумма  также распределяется нормально, как и среднее значение M. Это следует из 

того факта, что линейная комбинация нескольких нормальных случайных переменных также является нор-
мальной случайной переменной (даже если эти переменные не являются независимыми, см. пример [5]). 
Схожее суждение справедливо для логарифмически нормального распределения: если случайная переменная 
X распределяется логарифмически нормально, то среднее значение M также распределяется логарифмически 
нормально. Прямое следствие определения: если X является нормальной случайной переменной, то Y=ln(X) 
является логарифмически нормальной случайной переменной. 

iX

Пример 2. 

При испытаниях на растяжение предел текучести Y  и прочность на растяжение m  были измерены на 

N=45 образцах одного и того материала (стали). Образцы были цилиндрической формы с диаметром d. В таб-
лице 1 даны измеренные значения (в миллиметрах и МПа). Для каждого случайного параметра Y  m  и d 

рассчитать коэффициент вариации Vn среднего значения выборок n=1,2…,N и, если предположить, что V=VN 
является коэффициентом вариации данного параметра, составить соотношение Vn/V как функцию числа вы-
борок n. Сравнить с уравнение (5). 

Таблица 1. Результаты испытаний на растяжение. 
 
n d cry Gm n d CCy CM n d CCy OM n n Cy om 
1 7,98 816 924 13 7,98 832 949 25 8 818 907 37 7,98 829 930 
2 8 845 944 14 7,98 811 932 26 7,98 828 940 38 7,98 810 904 
3 8 832 948 15 7,97 840 937 27 7,99 817 941 39 7,96 832 925 
4 7,99 830 925 16 8 839 934 28 7,97 851 959 40 7,99 823 916 
5 7,98 846 969 17 8 855 943 29 7,98 855 970 41 7,98 826 957 
6 7,95 821 937 18 7,98 830 928 30 7,99 847 947 42 8 829 931 
7 7,98 826 928 19 8 833 934 31 7,98 822 921 43 7,98 815 910 
8 7,99 822 934 20 7,98 826 934 32 7,98 836 925 44 7,98 826 942 
9 7,96 841 956 21 7,98 836 942 33 7,97 830 945 45 8 823 932 
10 7,99 807 946 22 7,98 843 948 34 7,99 830 938     
11 7,97 831 942 23 7,98 840 937 35 7,98 845 945     
12 7,98 830 926 24 8 847 928 36 8 829 934     
 

В первую очередь рассчитаем последовательные средние значения m1=x1, m2=(x1+x2)/2, …, 
mN=(x1+x2+…+xN)/N . Затем рассмотрим mii как реализацию случайной переменной и получим среднее, стан-
дартное отклонение и коэффициент вариации последовательных выборок (m1), (m1,m2), …, (m1,m2,…,mN). По-
вторим этот процесс для трех случайных переменных X : диаметр образца, прочность на растяжение и предел 
текучести. Результаты показаны на рис. 2 в виде графика коэффициента вариации Vm против числа выборок. 
Разница между аналитическими результатами и результатами испытаний также связана с тем, что нам неиз-
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вестно истинное значение коэффициента вариации VX. Вместо него мы подставили значение NN  / , рас-

считанное с помощью среднего и стандартного отклонения выборки всех значений N для конкретного пара-
метра в таблице 1. 

 

Рис. 2. Коэффициент вариации Vm среднего значения как функция числа выборок. Сравнение 
аналитических результатов с результатами из испытаний. 

 
2. Статистическое определение отдельного свойства 

2.1 Основные принципы 

В данном разделе приведены выражения для вычисления расчетных значений параметров предела проч-
ности или эксплуатационной надежности конструкции или ее элемента, а также для оценки расчет-
ных значений свойств материалов.  

Предполагается, что все переменные подвергаются нормальному или логарифмически нормальному рас-
пределению, и что не существует предварительных данных о среднем значении. Рассматриваются два случая 
в отношении наличия данных о стандартном отклонении, а именно «известное σX» и «неизвестное σX». В 
стандарте EN 1990 [1] предположения о известности σX заменяются предположением о известности коэффи-
циента вариации VX (см. также комментарии в разделе 4.6 Приложения 1 Руководства H1). На практике часто 
предпочтительнее использовать "не известное VX" наряду с оценкой VX с запасом вместо предположения "из-
вестного VX". 

В Европейских нормах проектирования Eurocode 1990 [1] определение характеристического значения Xk 
или расчетного значения Xd рассматриваемого параметра X (свойство материала, несущая способность или 
модель) основано на методе прогнозирования квантиль оценки (более подробная информация приведена в 
разделе 4.3 Приложения 1 Руководства HI). Аналогичные результаты могут быть получены с помощью метода 
фракционной оценки квантиля с уровнем доверия 0,75. В следующих двух примерах этого метода объясняет-
ся. 

Пример 3. 

При испытании нами были получены значения x1,x2,...,xn параметра X, который принят как распределенный 
нормально. Допустим, что стандартное отклонение σX из совокупности известно, определим значение k так, 
чтобы мы имели вероятность γ (уровень доверия), что истинное среднее значение параметра μx будет больше, 
чем среднее значение выборки mx, согласно уравнению: 

xxxk kmX   (6) 

Другими словами, мы решаем следующее уравнение: 

  )( xxx kmP (7) 

Как мы показали (см. уравнения (3) и (5)), среднее значение выборки mx является случайной переменной 
со средним значением μx и стандартным отклонением σX /√n. Если мы умножим приведенное выше неравенст-
во на -1, добавим значение mx и поделим на σX /√n, то получим: 
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  )/)(( unknmP xxx   (8) 

где выражение с левой стороны неравенства представляет собой стандартизированную нормальную пере-
менную, а uγ представляет собой квантиль стандартизированного нормального распределения, соответствую-
щего вероятности γ. Следовательно, значение k равно: 

nuk /  (9) 

Пример 4. 

Мы имеем ту же ситуацию, что в Примере 3, однако теперь стандартное отклонение σX неизвестно. Нам 
необходимо найти такое k, чтобы мы имели вероятность γ, что истинное среднее значение параметра μx будет 
больше, чем среднее значение выборки mx, согласно уравнению: 

xxxk ksmX   (10) 

Мы используем следующую теорему: если все условия соответствуют условиям в Примере 3, и sx пред-
ставляется собой стандартное отклонение выборки: 

)1/()( 2  nmxs xix  (11) 

тогда случайная переменная 

xxx snm /)(   (12) 

имеет t-распределение со степенью свободы n-1. 

Теперь мы продолжаем решение точно так же, как в Примере 3 и получаем значение k: 

ntk /  (13) 

где tγ, представляет собой квантиль t-распределения степени n-1, соответствующий вероятности γ. 

2.2 Оценка через характеристическое значение 

При определении расчетного значения Xd параметра X из рассчитываемого характеристического значения 
Xk, мы используем следующее уравнение в соответствии с Европейскими нормами проектирования Eurocode 
1990 [1]: 

mkdd XX  /  (14) 

где характеристическое значение Xk получено 

)1( xnxk VkmX   (15) 

Данное уравнение соответствует уравнению (6) с коэффициентом вариации Vx, полученного: 

xxx mV /  (16) 

γm представляет собой частный коэффициент для параметра X, и он должен быть заимствован из соответ-
ствующих Европейских норм проектирования от EN 1992 до EN 1998. ηd представляет собой расчетное значе-
ние коэффициента преобразования. Данный коэффициент охватывает различия между условиями лаборатор-
ных испытаний и условиями в течение фактического использования. Значение kn получено методом прогнози-
рования оценки квантиля и равно: 

2/1)1/1(  nuk pn  (17) 

В случае если коэффициент вариации VX известен, тогда up берется как квантиль стандартизированного 
нормального распределения, соответствующий вероятности p. Для характеристических значений отдельного 
свойства вероятность p=0,05 используется таким образом, чтобы up= - 1.645. В случае если коэффициент ва-
риации VX неизвестен, то вместо up используется квантиль tp t-распределения со степенью свободы n− 1, со-
ответствующий вероятности p. Коэффициент kn зависит от количества выборок n и приведен в таблице 2 для 
двух случаев, «известное Vх» и «не известноеVх» и для вероятности p=0,05. 
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Таблица 2. Значение kn для пятипроцентного характеристического значения. 
 

n 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 oo 
известное Vх 2,31 2,01 1,89 1,83 1,80 1,77 1,74 1,72 1,68 1,67 1,64 
неизвестное Vх - - 3,37 2,63 2,33 2,18 2,00 1,92 1,76 1,73 1,64 

 

Числа в таблице основаны на допущениях «известное σX» и «неизвестное σX». В стандарте EN 1990 [1] эти 
допущения заменены предположением об известности коэффициента вариации Vх. Если стандартное откло-
нение σX известно, тогда Vх должен быть вычислен с помощью уравнения (16). Если σX или Vх не известны, 
тогда Vх вычисляется с помощью стандартного отклонения выборки sх (уравнение (11)) следующим образом: 

xxx msV /  (18) 

В вышеприведенных примерах предполагается, что переменная X распределяется нормально. Что если X 
будет распределяться логарифмически нормально? 

Когда параметр X распределяется логарифмически нормально, мы используем преобразование ln X=Y, 
чтобы получить переменную Y, которая распределяется нормально с )2,(  yN (см. также Приложение A к 

Руководству H1). Отношения между средним значением и вариацией обеих переменных: 

)(/)(1 222
xxxY n    (19) 

)1(1)/1(1 2222
xxxY Vnn    (20) 

Если параметр X распределяется логарифмически нормально, то мы продолжаем вычисление следующим 
образом. Преобразуем все экспериментальные результаты согласно уравнению: 

)ln( ii xy   (21) 

и вычисляем среднюю величину выборки mY из значений yi: 

nym iY /)(  (22) 

Тогда, если коэффициент вариации Vх известен, мы вычисляем σY согласно уравнению (20), VY из уравне-
ния (16), kn из таблицы 2 и затем вычисляем Yk из уравнения (15), используя mY и VY вместо mx и Vх. Если ко-
эффициент вариации Vх неизвестен, вычисляем вариацию выборки: 

1/)( 22  nmys YiY  (23) 

VY из уравнения (18), kn из таблицы 2 и затем мы вычисляем Yk из уравнения (15), используя mY и VY вме-
сто mx и Vх. 

Наконец, мы преобразуем вычисленное характеристическое значение Yk = mY- k σY (или mY- k sY) перемен-
ной Y в характеристическое значение Xk первоначальной переменной Х: 

)exp( YYk kmX   (24) 

в случае, если Vх известен и 

)exp( YYk ksmX   (25) 

в случае, если Vx неизвестен. Тогда расчетная величина Xd вычисляется, используя уравнение (14). 

Пример 5. 

Возьмем экспериментальные данные из примера 2 и коэффициенты 1,1m  и 8,0d . 

Вычислите расчетное значение предела прочности через 5%-ую характеристическую величину из первых 
5 экспериментальных значений. Предположите оба случая, Vx. = 0,05 (известен) и Vх неизвестен. Предполо-
жите также оба типа распределения: нормальный и логарифмически нормальный. 

Для начала предположим, что предел прочности распределяется нормально. Средняя величина выборки 
из первых n=5 значений испытаний m=942 МПа, и стандартное отклонение выборки s=18.59 МПа. Коэффици-
ент вариации – Vx = 18.59/942=0,01973. Для случая «известное Vх» мы получаем из таблицы 2 kn=1,80, и рас-
четное значение составляет: 
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.4,6231,1/)05,080,11(9428,0)( MPadm   

Для случая «неизвестноеVх» мы получаем из таблицы 2 kn=2,33 и расчетное значение: 

.6,6531,1/)01973,033,21(9428,0)( MPadm   

Затем предположим, что предел прочности распределен логарифмически нормально. Преобразуем значе-
ния предела прочности, используя уравнение (21) и вычисляем, среднее значение выборки и стандартное 
отклонение sY= 0,01967 ln(МПа). Для случая «известное Vх» мы получаем:  

00729,085,6/))05,01(ln( 2/12 YV  и )ln(04997,085,600729,0 MPasY   

из таблицы 2 kn=1,80, значение Yk = 6,85-1,8 

)ln(76,604997,08,185,6 MPaYk   

и расчетное значение: 

.4,6271,1/)76,6exp(8,0)( MPadm   

Для случая «неизвестноеVх» мы получаем из таблицы 2 kn=2,33, значение Yk = 6,85-2,33  

)ln(80,601967,033,285,6 MPaYk   

и расчетное значение: 

.7,6551,1/)80,6exp(8,0)( MPadm   

Мы видим, что для обоих типов распределения расчетное значение больше для случая «неизвестноеVх» 
чем для случая «известное Vх». Причиной является то, что мы приняли намного больший Vx. в случае «из-
вестное Vх», что это действительно так и есть. Если бы мы приняли Vx. = 0,015, как видно из всех результатов 
испытаний, тогда бы мы получили: 

Нормальное распределение, «известное Vх»: 

.6,6661,1/)015,080,11(9428,0)( MPadm   

Логарифмически нормальное распределение, «известное Vх», sY=(ln (1+0,0152)) 1/2=0,015 

)ln(82,6015,08,185,6 MPaYk   

.2,6681,1/)82,6exp(8,0)( MPadm   

2.3 Прямая оценка расчетного значения 

При определении расчетного значения Xd напрямую, используется следующая формула: 

)1( , XndXdd VkmX   (26) 

В случае если используется данный метод, необходимо учитывать соответствующие предельные состояния 
и требуемый уровень надежности. Коэффициент преобразования ηd должен охватывать все неопределенно-
сти, которые не были включены в испытание. Коэффициент kd,n получен методом прогнозирования оценки 
квантиля с более низким значением, приблизительно равным 0,1 % (вероятность p=0,001). Когда коэффици-
ент вариации Vx известен, тогда предполагается, что параметр X распределяется нормально и kd,n имеет сле-
дующее значение: 

2/1
, )1/1(  nuk pnd  (27) 

с квантилем 0,001 стандартизированного нормального распределения up= -3,09 (значение -3,04 использу-
ется в Европейских нормах проектирования Eurocode 1990 [1]). Когда коэффициент вариации Vx неизвестен, 
тогда квантиль tp t-распределения со степенью свободы n-1, соответствующей вероятности p=0,001, исполь-
зуется вместо up. Коэффициент kd,n зависит от количества выборок n и представлен в таблице 3: 
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Таблица 3. Значения kd,n для прямой оценки расчетного значения. 

n 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 oo 
Vx известен 4,36 3,77 3,56 3,44 3,37 3,33 3,27 3,23 3,16 3,13 3,04 
Vx не известен - - - 11,40 7,85 6,36 5,07 4,51 3,64 3,44 3,04 

 

Пример 6. 

Используя данные из примера 5, вычислить расчетное значение предела прочности, используя прямой ме-
тод. 

Во-первых, предположим, что предел прочности имеет нормальное распределение. Для случая «Vx. извес-
тен» (Vx.=0,015) подставляем из таблицы 3 значение kd,n=3,37, и расчетное значение составляет: 

MPadm 5,715)015,037,31(9428,0)(  . 

Для случая «неизвестноеVх» подставляем из таблицы 2 значение kn=7,85 и расчетное значение составля-
ет: 

MPadm 9,636)01973,085,71(9428,0)(   

Когда предполагается логарифмически нормальное распределение для случая «Vx. известен» (Vx.=0,015), 
получаем: 

)ln(80,6015,037,385,6 МПаYk   

МПаdm 9,717)80,6exp(8,0)(  . 

И для случая «неизвестноеVх» 

)ln(70,601967,085,785,6 МПаYk   

МПаdm 1,647)70,6exp(8,0)(  . 

Мы получили более высокие значения с прямым методом вычисления. Потому что мы использовали тот же 
самый конверсионный коэффициент ηd в обоих случаях. 

2.4 Приближение коэффициентов kn и kd,n 

Коэффициенты kn и kd могут быть вычислены с помощью интерполяции значений в таблицах 2 и 3 или, 
иначе, с помощью функций приближения: 

nkn /672,0655,1  ,
 

p=0,05, «Vx известен» 

nnkn  614,0950,0/( , 

p=0,05, «Vx не известен» 

nkn /294,1099,3  , 

p=0,001, «Vx известен» 

nnkn  323,0986,0/( ,
 

p=0,001, «Vx не известен» 
На рис. 3 представлено, как данные формулы дают приближенные данные из таблиц 2 и 3. Погрешность 

при использовании данных формул, как правило, составляет менее 1%. 
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Рис. 3. Функции приближения для коэффициентов kn и kd,n . 

 
3. Статистическое определение моделей несущей способности 

Процедуры, представленные в данном разделе предназначены для калибровки моделей несущей способ-
ности и для получения расчетных значений из испытаний, предпринятых для снижения уровня неопределен-
ностей в параметрах моделей несущей способности. 

Расчетная модель несущей способности разрабатывается на основе наблюдений и теоретических сообра-
жений. Статистическая интерпретация результатов испытаний должна в дальнейшем использоваться для ва-
лидации и приспособления модели, до тех пор, пока не будет достигнуто достаточное соответствие между 
испытаниями и теоретическими данными. Как в предыдущем разделе рассматриваются два метода: (a) путем 
оценки характеристического значения несущей способности и (b) путем прямой оценки расчетного значения 
несущей способности. Начнем с метода (a). 

Делаются следующие допущения: функция несущей способности представляет собой функцию статистиче-
ски независимых переменных X=(X1,..,Xj), которые распределяются нормально или логарифмически нормаль-
но; проведено достаточное количество испытаний; все соответствующие данные по материалам и геометри-
ческие данные измерены. 

Первый шаг заключается в том, чтобы разработать расчетную модель для теоретической несущей способ-
ности rt : 

)(Xgr rtt   (28) 

Модель должна включать все соответствующие основные переменные Xj, которые воздействуют на несу-
щую способность. Затем мы сопоставляем теоретическую модель с результатами испытаний. Теоретические 
значения rti рассчитываются путем подстановки фактически измеренных свойств выборки i в теоретической 
модели, которая должна сравниваться со значениями несущей способности rei. Построим точки (rti , rei) на 
двухмерном графике: rti — на оси абсцисс, rei — на оси ординат, согласно рис. 4. Если теоретическая модель 
является точной, то все точки должны располагаться на диагонали первого квадранта. В реальных ситуациях 
всегда будет присутствовать небольшой разброс, однако если происходит значительное отклонение от данной 
линии, то необходимо проведение дальнейшего исследования процедур испытаний и теоретических моделей. 
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Рис. 4. График сравнения экспериментальной и теоретической несущей способности. 

Затем представим вероятностную модель несущей способности: 

)(Xbgr rtp   (29) 

где b представляет собой наклон наиболее точно соответствующей линии наименьших квадратов, полу-
ченный с помощью: 

)(/)( 2
tte rrrb   (30) 

  — остаточный член, который представляет неопределенность модели: 

pe rr /  (31) 

В отсутствие других данных, предполагается, что  >0 и распределяется логарифмически нормально. Из 

этого следует, что )ln(  распределяется логарифмически нормально. Для каждого экспериментального 

значения i вычисляем: 

)/( tieii brr  (32) 

и 

)ln( ii   (33) 

Расчетное среднее значение  и вариация SΔ для ∆ равны: 

ni /)(  (34) 

)1/()( 22   nS i  (35) 

Для расчетного значения коэффициента вариации может использоваться значение: 

1)exp( 2  SV  (36) 

(полученное из уравнения (20)). 

Далее необходимо определить коэффициенты вариации VXi основных переменных. Они могут быть получе-
ны из данных испытаний, если есть возможность продемонстрировать, что испытания являются в полной мере 
показательными для фактической совокупности. Поскольку, как правило, это не так, коэффициенты вариации 
VXi должны быть определены на основе предварительных знаний или допущений. 

Коэффициент вариации Vr функции несущей способности далее рассчитывается следующим образом. Если 
функция несущей способности является произведением основных переменных Xj, 

j321 ... XXXXX   (37), 

которые рассматриваются как независимые и распределяются нормально, то, используя логарифм приве-
денного выше выражения 

)ln(...)ln()ln()ln()ln( j321 XXXXX   (38), 

 56



Implementation of Eurocodes Handbook 2 
 

получаем сумму логарифмически нормально распределенных переменных. Вариация суммы независимых 
переменных составляет (см. уравнение (2)): 

))1(ln( 22
)ln(

2
)ln( XiXiX V   (39) 

где мы использовали уравнение (20). Применив антилогарифм, получаем: 

)1)...(1)(1()exp(1 22
2

2
1

2
)ln(

2
XjXXXrt VVVV    (40) 

При малых значениях VXi , вышеприведенное уравнение может быть упрощено до следующего уравнения: 

)( 22
Xirt VV   (41) 

Если функция несущей способности является более сложной функцией, таким образом, что она не может 
быть выражена как произведение основных переменных, то Vrt рассчитывается с помощью уравнения: 

 


 2
2

22 )(
)(

1
)(/)]([ i

i

rt

mrt
mrtrtrt X

g

Xg
XgXgDV   (42) 

где Xm являются средними значениями основных переменных. 

Коэффициент вариации Vr функции несущей способности далее рассчитывается следующим образом: 

1)1)(1( 222  rtr VVV   (43) 

стандартные отклонения 

)1ln( 2
)ln( rtXrt VQ   (44) 

)1ln( 2
)ln(   VQ   (45) 

)1ln( 2
)ln( rr VQ   (46) 

и весовые коэффициенты 

QQrtrt /  (47) 

QQ /   (48) 

Среднее значение функции несущей способности рассчитывается из теоретической модели, используя 
средние значения Xm основных переменных: 

)( mrtm Xbgr   (49) 

Наконец, характеристическое значение несущей способности рассчитывается из следующего уравнения 
(получение данного уравнения дано в приложении A): 

)5,0---exp( 2QQkQkrr nrtrtmk   (50) 

Коэффициент kn взят из таблицы 2 для случая «неизвестноеVх», а представляет собой значение kn для 

больших значений n ( =1,64). Когда только одна переменная представлена в модели несущей способности, 

только выражение 

k

k

  Q- kn  из уравнения (50) принимается во внимание. 

Когда расчетное значение несущей способности оценивается напрямую, а не из характеристического зна-
чения несущей способности, то процедура остается такой же с единственным изменением, что значения  и 

kn заменяются значениями  и kd,n , взятыми из таблицы 3 для случая «неизвестноеVх». 

k

dk ,

Пример 7. 

Рассмотрим модель несущей способности в форме 1000/mAF  . В качестве основных переменных 

возьмем сечение бруса A и предел прочности m . Пусть среднее значение и коэффициент вариации основ-
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ных переменных составляет E(A)=269,76 мм2, V(A)=0,00295, E( m )=936,5  МПа, V( m )=0,01509. Теоретиче-

ские данные Ft и экспериментальные данные Fe для различных значений основных переменных даны в табли-
це 4. Необходимо рассчитать характеристическое значение несущей способности средних значений основных 
переменных. 

Таблица 4. Теоретические данные Ft и экспериментальные данные Fe 

несущей способности в [кН]. 

n Ft Fe n Ft Fe n Ft Fe 
1 214,9 215,9 7 243,6 245,2 13 269,3 270,8
2 219,9 222,4 8 248,1 253,2 14 273,4 274,2
3 224,9 224,7 9 252,5 261,3 15 277,4 279,6
4 229,7 228,5 10 256,8 260,1 16 281,3 281,7
5 234,4 228 11 261 256,5 17 285,2 282,9
6 239,1 239,7 12 265,2 261,7 18 289 278,7
 

В графике на рис. 5 показаны данные из таблицы 4 с линией регрессии . Значение b получено 

из уравнения (30): b=0.9995. 
t bF  eF

 

Рис. 5. Сравнение экспериментальной Fe и теоретической Ft несущей способности. 

Среднее и стандартное выборочное отклонение логарифма остаточного члена δ даны значениями 

 =0,000567, =0,000277, коэффициенты вариации рассчитываются с помощью уравнений (36), (40) и 

(43) и равны: =0,000277, =0,000236, =0,000513. Коэффициент kn=1.78054 получен с помощью 

приближенной формулы. Теоретическое значение функции несущей способности средних значений основных 
переменных равно rm=252,5 kN. Наконец, характеристическое значение несущей способности рассчитывается: 

2
s

2
V

2
rtV

2
rV

kN 242,8)0.0226- 0,01661,7805-0,015370,6785exp(-1,64252,5 2
k r 0,5

)(AV

0,7346
 

Мы повторно провели представленную выше процедуру для 10-ти значений и )( mV   с одинако-

выми промежутками в диапазоне от 0 до 0,4. На рис. 6 показана зависимость характеристического значения 
несущей способности обоих коэффициентов вариации. 
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Рис. 6. Характеристическое значение несущей способности для различных коэффициентов 
вариации основных переменных A и m . 

Если расчетное значение рассчитывается напрямую, то, согласно приближенной формуле, =3,04 и 

= 3,7223, и расчетное значение составляет: 

dk ,

dnk ,

kN 233,7)0.02260,5- 0,01660,73463,7223-0,015370,6785exp(-3,04252,5 2
d r

 

Частный коэффициент m  для несущей способности модели, в таком случае, составит: 

039,17,233/8,242/.  dmm rr  (51) 

В данных приложениях приведены два программных продукта для вычисления характеристического зна-
чения несущей способности, расчетной несущей способности и частных коэффициентов. Эти продукты вклю-
чают следующие: 

1. Приложенная рабочая книга в формате Excel, «dast.xls», может использоваться для расчета значений 
rk, rd и m  для различных теоретических и экспериментальных данных. Пользователь вносит в желтые поля 

ввода теоретические и экспериментальные значения несущей способности, средние значения и коэффициен-
ты вариации основных переменных и средние значения несущей способности. В рабочем листе автоматически 
рассчитываются характеристические и расчетные значения несущей способности и значения частного коэф-
фициента (показанные в голубом поле), и данные выводятся в таблицу. 

2. Компьютерная программа «dast.exe» может использоваться для создания таблиц значений этих вели-
чин с помощью различных значений показателей вариации основных переменных. Исходный файл «dast.c» 
данной компьютерной программы также прилагается и может использоваться для создания «dast.exe», если 
составление проводится с помощью компилятора C или C++. 

Программа «dast.exe» работает только в командном режиме, то есть пользователь должен переходить в 
командный режим (MSDos или Командная Строка в системе «Windows»), чтобы использовать данную про-
грамму. Программа читает входные данные из входного файла, предоставляемого пользователем (программ-
ные и входные файлы должны находиться в одном и том же текущем справочнике). Формат данного входного 
файла следующий: в первой строке вводится слово: 'resistance' (несущая способность). Следующие строки 
содержат значения теоретических и экспериментальных значений несущей способности, по два числа в каж-
дой строке. Затем вводится слово 'variations' (вариации), за которым следуют значения коэффициентов ва-
риации VX для каждой основной переменной, одно число в каждой строке. Если пользователь запрашивает 
значения rk, rd и m  только для входных значений VX , тогда входной файл завершается словом 'end' (конец). 

Если пользователь запрашивает значения rk, rd и m  для ряда коэффициентов вариаций VX, тогда вводится 

слово 'calculate' (рассчитать), за которым должна следовать строка 'characteristic' (характеристическое значе-
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ние), 'design' (расчетное значение) или 'partial' (частный коэффициент), соответственно. Далее вводится слово 
'table' (таблица), за которым следует строка, содержащая восемь чисел. Данные числа обозначают показатели 
двух (произвольно выбранных) основных переменных, минимальное и максимальное значения коэффициента 
вариации для первой основной переменной, минимальное и максимальное значения коэффициента вариации 
для второй основной переменной и число табличных значений для первой и второй основной переменной. 
Ввод завершается словом 'end' (конец). Строки комментариев, начинающиеся с точки с запятой, не учитыва-
ются. Более подробно формат ввода также указан в исходном файле «dast.c». 

Пример использования представлен с помощью двух вводных файлов, «dast.i1» и «dast.i2», содержащих 
данные из примера 7. Выходные файлы «dast.o1» и «dast.o2», созданные с помощью команд в командном 
режиме 'dast dast.i1 > dast.o1' и 'dast dast.i2 > dast.o2' также даны в приложении. Как показано в прило-
жении, второй файл «dast.o2» может использоваться напрямую в формате Excel для создания трехмерной 
таблицы рассчитанной величины в зависимости от индексов вариации двух (произвольно выбранных) основ-
ных переменных. 
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Приложение A. Получение уравнения (50) 

Пусть X распределяется нормально. Тогда распределение ln(X) является нормальным со средним значени-
ем )(lnln XX    и стандартным отклонением Xln . 

XnXk kX lnln)ln(    (A.1) или 

)exp( lnln XnXk kX    (A.2) 

Поскольку среднее значение μ(X) параметра X может быть выражено с помощью среднего значения Xln  

и стандартного отклонения Xln  логарифма ln(X) следующим соотношением: 

)2/exp()( 2
lnln XXX    (A.3) 

отсюда мы получаем: 

)2/--kexp()( 2
ln Xnk XX   (A.4) 

Если X=Y Z является произведением двух факторов, Y и Z, тогда: 

)ln()ln()ln( ZYX  (A.5) 

и среднее значение ln(X) составляет: 

))(ln())(ln(ln ZYX   (A.6) 

Стандартное отклонение Xln  логарифма ln(X) может быть выражено с помощью форм-факторов Y  и 

Z  следующим образом: 

)lnlnln ZZYYX    (A.7) 

Если совместить уравнения (A.7) и (A.4), тогда характеристическое значение X как комбинация Y и Z со-
ставит: 

)2/-exp()( 2
lnlnln XZZnYYnk kkXX    (A.8) 

Если рассматривать функцию несущей способности r как переменную X, теоретическую функцию несущей 
способности rt как переменную Y, а остаточный член как переменную Z в вышеприведенном уравнении, то 
переписать уравнение можно как (A.8) с обозначением из раздела 3: 
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)2/-exp( 2QQkQkrr nrtrtnmk    (A.9) 

Наконец, поскольку мы предполагаем, что статистическая неопределенность отсутствует для теоретиче-
ской функции несущей способности rt в отношении количества выборок n, мы можем подставить  вместо 

, и получим уравнение (50). 

k

nk

 
Приложения 

ATTACHMENTS 

1. EXCEL worksheet from the workbook “dast.xls” 

2. Source file “dast.c” to the program “dast.exe” 

3. Input file “dast.i1” for the program “dast.exe” 

4. Output file “dast.o1” produced by “dast.exe” from “dast.o1” 

5. Input file “dast.i2” for the program “dast.exe” 

6. Output file “dast.o2” produced by “dast.exe” from “dast.o2” 

7. EXCEL chart showing the data from dast.o2 
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Attachment 1 -  EXCEL worksheet from the workbook “dast.xls”  
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Attachment 2 - Source file “dast.c” to the program “dast.exe” 
 

/*----------------------------------------------------------------------------- 
 Model resistance calculations according to EN 1990, Anex D, 8.2.2 and 8.2.3. 
-----------------------------------------------------------------------------*/ 
#define N_n 100 
#define N_j 10 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
 
double Rtheor[N_n], Rexper[N_n], Vx[N_j], Va1, Va2, Vb1, Vb2; 
int n, nj, na, nb, Xa, Xb, table, calc; 
enum { characteristic, design, partial }; 
char *scalc[]={"characteristic","design","partial"}; 
 
/*----------------------------------------------------------------------------- 
 Model resistance calculations according to EN 1990, Anex D, 8.2.2 and 8.2.3. 
 Calculates rk/rm, rd/rm or rk/rd (depending on variable 'calc') 
 using D.17a and D.21 in EN 1990, Anex D. 
 
 If table data Xa, Xb, ... are given (see read_data() below), computes a table 
 of na*nb values, where the index of variation for the variable Xa is changing 
 from Va1 to Va2 and the index of variation for the variable Xb is changing 
 from Vb1 to Vb2. 
-----------------------------------------------------------------------------*/ 
main(argc,argv) int argc; char **argv; { int i,j; extern double Rmodel(); 
 
 if ( !argv[1] ) printf("USAGE: dast inputfile\n"), exit(1); 
 
 read_data(argv[1]); 
 
 if ( table ) { 
 printf("%s values for Vx%d=[%g,%g] (|) and Vx%d=[%g,%g] (-->)\n\n", 
 scalc[calc],Xa,Va1,Va2,Xb,Vb1,Vb2); 
 printf("%7s ",""); 
 for ( j=0; j<nb; j++ ) 
 printf("%7.4g ",Vb1+(Vb2-Vb1)/(nb-1)*j); 
 for ( i=0; i<na; i++ ) { 
 printf("\n%7.4g ",Vx[Xa-1]=Va1+(Va2-Va1)/(na-1)*i); 
 for ( j=0; j<nb; j++ ) { 
 Vx[Xb-1]=Vb1+(Vb2-Vb1)/(nb-1)*j; 
 printf("%7.4g ",Rmodel(n,Rtheor,Rexper,nj,Vx,1,calc)); 
 } 
 } 
 } 
 else Rmodel(n,Rtheor,Rexper,nj,Vx,0,calc); 
} 
 
/*----------------------------------------------------------------------------- 
 Reads numerical input data: 
 
 Rtheor[]:  theoretical values of resistance model 
 Rexper[]:  experimental values of resistance model 
 Vx[]:      indexes od variation of basic variables 
 Xa, Xb:    indexes of the first and second basic variable to be tabulated 
 Va1, Va2:  the range of the index of variation for the first basic variable 
 Vb1, Vb2:  the range of the index of variation for the second basic variable 
 na, na:    number of tabulated values for the firs and second basic variable 
 
 Data are input through a file in the following format: 
 
 ;comment: the line starting with ';' (or a blank line) is ignored. 
 resistance 
 Rtheor[1] Rexeper[1] 
 Rtheor[2] Rexeper[2] 
 ... 
 Rtheor[n] Rexeper[n] 
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 variations 
 Vx[1] 
 Vx[2] 
 ... 
 Vx[j] 
 
 table 
 Xa Xb Va1 Va2 Vb1 Vb2 na nb 
 calc 
 characteristic OR design OR partial 
 end 
-----------------------------------------------------------------------------*/ 
read_data(s) char *s; { FILE *fd; char buf[501]; 
 
 if ( (fd=fopen(s,"r"))==0 ) printf("can't open %s!",s), exit(1); 
 
 for ( ; fgets(buf,500,fd); ) { 
 LINE: 
 
 if ( buf[0]==';' || buf[0]=='\n' ) continue; 
 
 else if ( !strncmp("resistance",buf,10) ) { 
 for ( ; fgets(buf,500,fd); ) { 
 if ( n>=N_n ) printf("too many points!"), exit(1); 
 if ( sscanf(buf,"%lg %lg",Rtheor+n,Rexper+n)!=2 ) goto LINE; 
 n++; 
 } 
 } 
 else if ( !strncmp("variations",buf,10) ) { 
 for ( ; fgets(buf,500,fd); ) { 
 if ( nj>=N_j ) printf("too many variables!"), exit(1); 
 if ( sscanf(buf,"%lg",Vx+nj)!=1 ) goto LINE; 
 nj++; 
 } 
 } 
 else if ( !strncmp("table",buf,5) ) { 
 fgets(buf,500,fd); 
 if ( sscanf(buf,"%d %d %lg %lg %lg %lg %d %d", 
 &Xa,&Xb,&Va1,&Va2,&Vb1,&Vb2,&na,&nb)!=8 ) 
 printf("error in 'table'!"), exit(1); 
 table=1; 
 } 
 else if ( !strncmp("calculate",buf,9) ) { 
 fgets(buf,500,fd); 
 if      ( !strncmp("design",buf,6) ) calc=design; 
 else if ( !strncmp("partial",buf,7) ) calc=partial; 
 else if ( !strncmp("characteristic",buf,14) ) calc=characteristic; 
 else goto ERROR; 
 } 
 else if ( !strncmp("end",buf,3) ) break; 
 else ERROR: printf("error in file: '%s'",buf), exit(1); 
 } 
 fclose(fd); 
 
 if ( n<=0 || nj<=0 || nj>n ) printf("error in n/nj!"), exit(1); 
 if ( table && (Xa<=0 || Xb<=0 || Xa>nj || Xb>nj) ) 
 printf("error in table!"), exit(1); 
} 
 
/*----------------------------------------------------------------------------- 
 Computes the factor of a value of model resistance according to EN 1990, 
 Anex D, 8.2.2 and 8.2.3. Depending on the value of calc (characteristic, 
 design, partial) returns the exponent from equation D.17a, D.21 and the ratio 
 of the two, respectfully. 
 
 If table!=0 prints intermediate and final calculatuions. 
-----------------------------------------------------------------------------*/ 
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double Rmodel(n,Rtheor,Rexper,j,Vx,table,calc) 
int n,j,table; double Rtheor[],Rexper[],Vx[]; { 
 
 double rt,ret,b,m,s2,t,Vd2,Vrt2,Vr2,Qrt,Qd,Q,art,ad,kn,knd,fd,fk,gm; int i; 
 extern double VX2(); 
 
 for ( rt=ret=i=0; i<n; i++ ) { 
 rt+=  Rtheor[i]*Rtheor[i]; 
 ret+= Rtheor[i]*Rexper[i]; 
 } 
 b=ret/rt; 
 for ( s2=m=i=0; i<n; i++ ) { 
 m+= (t=log(Rexper[i]/(b*Rtheor[i]))); 
 s2+= t*t; 
 } 
 m/=n; 
 s2= n>1? (s2-m*m*n)/(n-1):0.0; 
 Vd2=exp(s2)-1; 
 Vrt2=VX2(nj,Vx); 
 Vr2=(1+Vd2)*(1+Vrt2)-1; 
 Qrt=sqrt(log(1+Vrt2)); 
 Qd=sqrt(log(1+Vd2)); 
 Q=sqrt(log(1+Vr2)); 
 art=Qrt/Q; 
 ad=Qd/Q; 
 kn=n/(-0.95045+0.61443*n); 
 knd=n/(-0.98623+0.32344*n); 
 fk=exp(-1.64*art*Qrt-kn*ad*Qd-0.5*Q*Q); 
 fd=exp(-3.04*art*Qrt-knd*ad*Qd-0.5*Q*Q); 
 gm=fk/fd; 
 if ( !table ) { 
 printf("rt=%g\n",rt); 
 printf("ret=%g\n",ret); 
 printf("b=%g\n",b); 
 printf("m=%g\n",m); 
 printf("s=%g\n",sqrt(s2)); 
 printf("Vd=%g\n",sqrt(Vd2)); 
 printf("Vrt=%g\n",sqrt(Vrt2)); 
 printf("Vr=%g\n",sqrt(Vr2)); 
 printf("Qrt=%g\n",Qrt); 
 printf("Qd=%g\n",Qd); 
 printf("Q=%g\n",Q); 
 printf("art=%g\n",art); 
 printf("ad=%g\n",ad); 
 printf("kn=%g\n",kn); 
 printf("knd=%g\n",knd); 
 printf("fk=%g\n",fk); 
 printf("fd=%g\n",fd); 
 printf("gm=%g\n",gm); 
 } 
 return calc==partial? gm : (calc==design? fd :fk); 
} 
 
/*----------------------------------------------------------------------------- 
 Computes Vx^2 as a product of (1+Vxi^2)-1. 
-----------------------------------------------------------------------------*/ 
double VX2(j,Vx) int j; double Vx[]; { double s; int i; 
 
 for ( s=1, i=0; i<j; i++ ) s*= (Vx[i]*Vx[i]+1); 
 
 return s-1; 
} 
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Attachment 3 - Input file “dast.i1” for the program “dast.exe” 
 
 

;Example 7, calculation with fixed indexes of variation 
resistance 
 214.9    215.9 
 219.9    222.4 
 224.9    224.7 
 229.7    228.5 
 234.4      228 
 239.1    239.7 
 243.6    245.2 
 248.1    253.2 
 252.5  261.3 
 256.8    260.1 
 261    256.5 
 265.2    261.7 
 269.3    270.8 
 273.4    274.2 
 277.4    279.6 
 281.3    281.7 
 285.2    282.9 
 289    278.7 
variations 
0.00295 
0.01509 
end 
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Attachment 4 - Output file “dast.o1” produced by “dast.exe  dast.i1  >dast.o1” 
 
 

rt=1167250 
ret=1166670 
b=0.999505 
m=0.000567298 
s=0.0166434 
Vd=0.0166445 
Vrt=0.0153757 
Vr=0.022661 
Qrt=0.0153748 
Qd=0.0166434 
Q=0.022658 
art=0.678558 
ad=0.734547 
kn=1.78054 
knd=3.72232 
fk=0.961622 
fd=0.925447 
gm=1.03909 
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Attachment 5 - Input file “dast.i2” for the program “dast.exe” 

 

 
;Example 7, calculation of the partial factor (gm) in a table 
resistance 
 214.9    215.9 
 219.9    222.4 
 224.9    224.7 
 229.7    228.5 
 234.4      228 
 239.1    239.7 
 243.6    245.2 
 248.1    253.2 
 252.5    261.3 
 256.8    260.1 
 261    256.5 
 265.2    261.7 
 269.3    270.8 
 273.4    274.2 
 277.4    279.6 
 281.3    281.7 
 285.2    282.9 
 289    278.7 
variations 
0.00295 
0.01509 
calculate 
partial 
table 
1 2 0 0.5 0 0.5 11 11 
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Attachment 6 - Output file “dast.o2” produced by “dast.exe dast.i2  >dast.o2” 
 
 

partial values for Vx1=[0,0.5] (|) and Vx2=[0,0.5] (-->) 
 
 0    0.05     0.1    0.15     0.2 0.25     0.3    0.35     0.4    0.45     0.5  
 0   1.033    1.08   1.154   1.235   1.322   1.414    1.51   1.611   1.716   1.826   1.939  
0.05    1.08   1.109   1.173   1.249   1.333   1.423   1.519   1.619   1.724   1.833   1.946  
 0.1   1.154   1.173   1.221   1.288   1.366   1.452   1.545   1.644   1.747   1.855   1.967  
0.15   1.235   1.249   1.288   1.346   1.417   1.498   1.587   1.683   1.785   1.891   2.002  
 0.2   1.322   1.333   1.366   1.417   1.482   1.558   1.643   1.736   1.835    1.94   2.05  
0.25   1.414   1.423   1.452   1.498   1.558    1.63   1.711   1.801   1.898   2.001   2.109  
 0.3    1.51   1.519   1.545   1.587   1.643   1.711    1.79   1.877   1.972   2.073    2.18  
0.35   1.611   1.619   1.644   1.683   1.736   1.801   1.877 1.962   2.054   2.154    2.26  
 0.4   1.716   1.724   1.747   1.785   1.835   1.898   1.972   2.054   2.146   2.244   2.349  
0.45   1.826   1.833   1.855   1.891    1.94   2.001   2.073   2.154   2.244   2.341   2.446  
 0.5   1.939   1.946   1.967   2.002    2.05   2.109    2.18    2.26   2.349   2.446   2.549  

 
 

7. Excel chart from the above data 
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ГЛАВА V. ОЦЕНКА СУЩЕСТВУЮЩИХ КОНСТРУКЦИЙ 
Милан Холики 1 
1 Институт Клокнера, Чешский технический университет, Прага, Чехия 

Краткая информация 

Подход к оценке существующих конструкций во многом отличается от подхода, применяемого при проек-
тировании конструкции нового здания. Необходимо учитывать влияние строительного процесса и последую-
щей эксплуатации конструкции, в ходе которых конструкция может подвергаться перестройке, износу, непра-
вильной эксплуатации и другим изменениям первоначального (запроектированного) состояния. Для оценки 
существующих конструкций основные принципы и правила Еврокода EN 1990 «Основы проектирования конст-
рукций» необходимо дополнять специальными процедурами, представленными в международных стандартах 
ISO. 

 
1. Введение 

1.1 Справочные материалы 

Справочные материалы, относящиеся к оценке существующих конструкций, ограничиваются рядом нацио-
нальных норм и тремя международными стандартами ISO 2394 [1], ISO 13822 [2] и ISO 12491 [3]. Основные 
принципы и правила Еврокода EN 1990 «Основы проектирования конструкций» необходимо дополнять специ-
альными процедурами, представленными в вышеупомянутых международных стандартах ISO [1,2,3], которые 
преимущественно использованы в данной работе. Дополнительная информация об оценке существующих кон-
струкций представлена в научных работах и публикациях, например, в публикациях [5], [6] и [7]. 

1.2 Основные принципы 

Оценка существующих конструкций становится все более и более важной, и часто встречающейся инже-
нерной задачей. Непрерывное использование существующих конструкций имеет большое значение по эколо-
гическим, экономическим и социально-политическим причинам, и с каждым годом возрастает. Данные аспек-
ты особенно значимы для зданий, которые имеют важное социальное и экономическое значение. 

Основные принципы устойчивого развития регулярно приводят к необходимости увеличения срока службы 
конструкций, что в большинстве практических примеров связано с жесткими экономическими ограничениями. 
Поэтому оценка существующих конструкций часто требует применения сложных методов, как правило, выхо-
дящих за рамки традиционных норм проектирования. 

Подход к оценке существующих конструкций во многом отличается от подхода, применяемого при проек-
тировании конструкции нового здания. Необходимо учитывать влияние строительного процесса и последую-
щей эксплуатации конструкции, в ходе которых она может подвергаться перестройке, износу, неправильной 
эксплуатации и другим изменениям первоначального (запроектированного) состояния. Однако, несмотря на 
то, что существующее здание может быть неоднократно обследовано, неопределенность в поведении основ-
ных переменных всегда остается. Поэтому, аналогично тому, как это делается при проектировании новых кон-
струкций, фактические вариации в основных переменных, характеризующих воздействия, свойства материа-
лов, геометрические параметры и неопределенности модели, следует учитывать с помощью частных коэффи-
циентов или других положений норм. 

 
2. Общая схема оценки 

2.1 Причины оценки 

Как правило, проведение оценки фактической надежности существующей конструкции может потребо-
ваться в следующих случаях: 

 реконструкция существующего построенного сооружения, в ходе которой в существующую несущую 
систему добавляются новые конструктивные элементы; 

 проверка пригодности с целью определения, способна ли существующая конструкция выдерживать 
нагрузки, связанные с ожидаемым изменением режима эксплуатации сооружения, изменением усло-
вий эксплуатации или увеличением его расчетного срока службы; 

 ремонт существующей конструкции, которая подверглась износу вследствие зависящего от времени 
воздействия окружающей среды, или подверглась разрушению в ходе чрезвычайных воздействий, 
например, землетрясения; 

 возникновение сомнений в фактической надежности конструкции. 

В некоторых случаях проведение оценки могут потребовать надзорные органы, страховые компании, вла-
дельцы зданий, или оценка необходима в соответствии с планом технического обслуживания. 
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2.2 Общие правила 

Обычно при оценке существующих конструкций применяются следующие два общих правила: 

Необходимо применять действующие в настоящее время нормы для проверки конструктивной надежности, 
а использование старых норм, действительных на момент проектирования конструкции, носит исключительно 
рекомендательный характер. 

Необходимо рассматривать фактические характеристики материалов конструкции, воздействия, геометри-
ческие параметры и поведение конструкции, а использование исходной проектной документации носит ис-
ключительно рекомендательный характер. 

Первое правило следует применять с целью достижения аналогичного уровня надежности, как в случае с 
новыми спроектированными конструкциями. Согласно второму правилу, не следует допускать небрежности в 
оценке состояния конструкции, так как это может оказать (благоприятное или неблагоприятное) воздействие 
на фактическую надежность данной конструкции. 

Большая часть действующих в настоящее время норм разрабатывается с применением понятия предель-
ных состояний в сочетании с методом частных коэффициентов. В соответствии с данным методом, который 
подробно рассматривается в этой работе, основные переменные определяются характеристическими или ре-
презентативными значениями. Расчетные значения основных переменных определяются на основе характери-
стических (репрезентативных) значений и соответствующих частных коэффициентов. 

Из второго правила следует, что визуальный осмотр оцениваемой конструкции необходимо проводить во 
всех возможных случаях. Практический опыт показывает, что осмотр строительной площадки также способст-
вует оценке реальной ситуации и состояния конструкции.  

Как правило, проведение оценки не требуется для тех элементов существующей конструкции, которые не 
подвергаются конструктивным изменениям, реконструкции, ремонту, изменению режима эксплуатации, или 
которые не получили очевидных повреждений, а также при отсутствии оснований полагать, что конструкция 
недостаточно надежна. 

2.3 Основной процесс 

В основном, процесс оценки состоит из следующих этапов (см. схему в приложении А к данной главе): 

 определение задач оценки, требуемых заказчиком или надзорными органами; 

 сценарии, связанные с конструктивными условиями или воздействиями; 

 предварительная оценка; 

 изучение имеющейся документации;  

 предварительный осмотр; 

 предварительные проверки; 

 решение о принятии срочных мер; 

 рекомендации по подробной оценке; 

 подробная оценка; 

 тщательное изучение документации; 

 тщательный осмотр; 

 испытание материалов и определение воздействий; 

 определение конструктивных свойств; 

 оценка конструктивной надежности; 

 проверка конструктивной надежности; 

 формирование отчета, включая предложения о дальнейших действиях с сооружением; 

 при необходимости повторить последовательность. 

Если в результате предварительной оценки установлено, что конструкция является надежной для ее пред-
полагаемой эксплуатации в течение остаточного срока службы, проведение подробной оценки не требуется. И 
наоборот, если есть основания полагать, что конструкция представляет опасность или находится в ненадеж-
ном состоянии, требуется принять срочные меры и провести подробную оценку. 

 71



Implementation of Eurocodes Handbook 2 
 

3. Обследование 

3.1 Цели 

Целью обследования существующей конструкции является проверка и обновление данных о текущем по-
ложении (состоянии) конструкции с учетом ряда аспектов. Часто первое впечатление о состоянии конструк-
ции будет основано на визуальном качественном обследовании. Описание возможного повреждения конст-
рукции может быть представлено в устной форме с использованием следующих терминов: «неизвестно», «от-
сутствует», «незначительное», «среднее», «значительное», «разрушительное». Зачастую, решение на основе 
данных наблюдений принимается экспертами исключительно интуитивным образом. 

Более детальная оценка состояния конструкции может быть произведена на основе (последующих) коли-
чественных проверок. Обычно оценка существующих конструкций представляет собой цикличный процесс, 
когда первая проверка сопровождается последующими обследованиями. Целью проведения последующих 
обследований является необходимость более тщательной оценки состояния конструкции (в особенности в 
случае разрушения), а также проверка информации, необходимой для определения характеристических и 
репрезентативных значений основных переменных. Для всех методов проверки следует предоставлять ин-
формацию о вероятности обнаружения повреждений, если таковые имеются, и о точности результатов. 

3.2 Отчет 

Результаты обследования необходимо включать в отчет, который, как правило, содержит следующую ин-
формацию: 

 реальное состояние конструкции; 

 виды материалов конструкции и тип почвы; 

 выявленные повреждения; 

 воздействия, включая влияние окружающей среды; 

 имеющаяся проектная документация. 

Максимальное нагружение представляет собой особый вид обследования. На основе данных испытаний 
можно сделать выводы с учетом следующего: 

 несущей способности испытываемого элемента в режиме контрольной нагрузки; 

 других элементов; 

 других условий нагрузки; 

 поведения системы. 

Сделать вывод по первому пункту не представляет сложности – функция плотности распределения веро-
ятности несущей способности просто останавливается на значении максимальной нагрузки. Сделать вывод по 
другим пунктам сложнее. Необходимо заметить, что количество испытаний с максимальной нагрузкой не 
должно ограничиваться одним. Контрольное испытание может проводиться на одном элементе при разных 
условиях нагружения и/или на образце конструктивных элементов. Во избежание нежелательного поврежде-
ния конструкции вследствие максимальной нагрузки, рекомендуется увеличивать нагрузку постепенно и из-
мерять деформации. Результаты измерений также способствуют большему пониманию поведения системы. В 
основном, при испытаниях на максимальную нагрузку редко учитываются долговременные или зависящие от 
времени воздействия. Данные воздействия должны компенсироваться расчетами. 

 
4. Основные переменные 

4.1 Основные положения 

В соответствии с вышеупомянутыми основными принципами и правилами, характеристические и репрезен-
тативные значения всех основных переменных определяются с учетом реальной ситуации и состояния конст-
рукции. Применение имеющейся проектной документации носит исключительно рекомендательный характер. 
Реальное состояние конструкции должно проверяться путем проведения осмотров в разумных количествах. 
При необходимости следует провести испытания с разрушением или без разрушения образца, с последующей 
оценкой результатов при помощи статистических методов. 

4.2 Характеристические значения 

Для проверки конструктивной надежности с использованием метода частных коэффициентов характери-
стические и репрезентативные значения основных переменных следует рассматривать следующим образом:  

а) Размеры элементов конструкции должны определяться на основе соответствующих измерений. Однако, 
если имеется исходная проектная документация и размеры не менялись, в расчетах могут быть использо-
ваны номинальные размеры, указанные в документации.  
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б) Нагрузочные характеристики следует представлять со значениями, отражающими реальную ситуацию, 
проверенную путем проведения испытаний с разрушением или без разрушения образца. Если какие-либо 
нагрузки были уменьшены или полностью удалены, репрезентативные значения также следует уменьшить 
или скорректировать соответствующие частные коэффициенты. Если ранее наблюдалось чрезмерное на-
гружение, необходимо соответствующим образом увеличить репрезентативные значения. 

в) Свойства материалов следует рассматривать в соответствии с реальным состоянием конструкции, про-
веренным путем проведения испытаний с разрушением или без разрушения образца. При наличии исход-
ной проектной документации и отсутствии значительного износа с возможными присутствующими ошиб-
ками проектирования или ошибками монтажа, могут быть использованы характеристические значения, 
представленные в исходном проекте. 

г) Неопределенности модели следует рассматривать так же, как и на стадии проектирования, за исключе-
нием случаев, когда более раннее поведение конструкции (в особенности разрушение) диктует обратное. 
В некоторых случаях параметры модели, коэффициенты и другие расчетные допущения можно опреде-
лить, исходя из результатов измерений существующей конструкции (например, коэффициент ветровой 
нагрузки, значения расчетной ширины и т.д.). 

Проверка надежности существующей конструкции должна быть основана на проведении осмотра сооруже-
ния, включая сбор соответствующих данных. Одним из наиболее важных этапов при оценке надежности явля-
ется оценка исходных данных, и их уточнение с использованием новых полученных результатов измерений. 

 
5. Анализ результатов проверки 

5.1 Обновление данных 

Показатели свойств и надежности могут быть обновлены с использованием результатов проверки (качест-
венной проверки, расчетов, количественной проверки, максимального нагружения). Выделяются две разных 
процедуры: 

1) перерасчет вероятности разрушения конструкции. 

2) перерасчет распределений вероятностей основных переменных. 

Прямое обновление параметров конструктивной надежности (процедура (1)) формально можно произве-
сти, используя следующую основную формулу теории вероятности: 

)(

)(
)(

IP

IFP
IFP


  (1) 

где P обозначает вероятность, F – локальное или общее разрушение, I – информацию проверки, и  – 
область пересечения двух событий. Информация проверки I может состоять из наблюдения того, что ширина 
трещины на балке В меньше, чем ширина трещины на балке А. Пример уточнения вероятностей с использова-
нием уравнения (1) приведен в приложении В к данной главе. 

5.2 Перерасчет распределения вероятностей 

Процедура перерасчета одномерного или многомерного распределения вероятностей (процедура (2)) 
формально имеет следующий вид: 

)(f)(P)(f XX xxICIx   (2) 

где )(f X Ix  обозначает уточненную функцию плотности распределения вероятностей X ,  обо-

значает функцию плотности распределения вероятностей 

)(f X x

X до перерасчета, X – основную переменную или 

статистический параметр, I  – информацию проверки, C – нормирующую постоянную, а )(P xI  – функцию 

правдоподобия. На рис. 1 представлено пояснение к уравнению (2). 
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)(f X x , )(f X Ix  

уточненное распределение )(f X Ix  

априорное распределение  )(f X x

априорное  dx

уточненное  dx

X  
Рис. 1. Перерасчет функции плотности распределения вероятностей  

для ожидаемой переменной X .  

В примере, представленном на рис. 1, перерасчет приводит к более благоприятному распределению с 
большим расчетным значением , чем исходное расчетное значение . Тем не менее, в основном, уточ-

ненное распределение также может быть менее благоприятным, чем априорное распределение. 
dx dx

5.3 Перерасчет вероятности разрушения 

Как только установлены уточненные распределения для основных переменных , уточненную веро-

ятность разрушения 

)(f X x

)(P IF  (процедура (1)) можно определить при помощи вероятностного анализа с при-

менением стандартного метода конструктивной надежности для новых конструкций. В виде формулы это мо-
жет быть представлено следующим образом: 





)0(

X d)()(P
xg

xIxfIF  (3) 

где )(f X Ix обозначает уточненную функцию плотности распределения вероятностей, а 0)( xg – об-

ласть разрушения (где – это функция предельного состояния). Необходимо доказать, что вероятность )(xg

)(P IF , представленная расчетными значениями для ее основных переменных, не превышает указанное 

расчетное значение. 

5.4 Уточнение характеристических и расчетных значений 

Процедура перерасчета (2) может использоваться для получения уточненных характеристических и репре-
зентативных значений (квантилей соответствующих распределений) основных переменных для применения в 
методе частных коэффициентов. Байесовский метод перерасчета квантилей описывается в приложении С к 
данной главе. Более подробная информация о перерасчете представлена в стандарте ISO 12491 [3]. 

Более практичным методом является прямое определение уточненных расчетных значений для каждой ос-
новной переменной. Для параметра несущей способности X  расчетное значение можно получить, используя 
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действующую формулу из стандарта ISO 2394 [1]. Для расчета нормальной и логарифмически нормальной 
случайной переменной используется следующая формула: 

)1(d Vx    (4) 

)5,0exp( 2
d  x  (5) 

где – уточненное расчетное значение для dx X , – уточненное среднее значение,  – вероятностный 

коэффициент влияния,   – расчетный индекс надежности, – уточненный коэффициент вариации, а 

. 

V

)22 V 1ln(

Значение расчетного индекса надежности   обсуждается в стандарте ISO/CD 13822 [2], значения   

можно принять равными значениям, обычно используемым для новых конструкций (0,7 – для доминирующего 
параметра нагрузки, 0,8 – для доминирующего параметра несущей способности и 0,3 – для не доминирующих 
переменных, в соответствии со стандартом ISO 2394 [1]). 

И наоборот, можно сначала определить характеристическое значение , а затем вычислить расчетное 

значение  с помощью соответствующего частного коэффициента 

kx

dx m : 

mkd /xx   (6) 

Тогда для нормальной и логарифмически нормальной случайной переменной X  характеристическое зна-

чение рассчитывается следующим образом: kx

)1(k kVx    (7) 

)5,0exp( 2
k   kx  (8) 

где обычно используется =1,64 (5% квантиль стандартизированного нормального распределения). Ре-
комендуется рассмотреть оба метода, а затем использовать результат с наибольшим запасом. 

k

Данная процедура может применяться ко всем основным переменным. Однако для геомеханических свой-
ств и переменных нагрузок более подходящими могут быть другие распределения, помимо нормального и 
логарифмически нормального распределения. 

Необходимо заметить, что более низкий допустимый уровень надежности может быть установлен путем 
уменьшения значений   для вероятностного метода расчета, и уменьшения значений   в методе частных 

коэффициентов. Для свойства материала X , описываемого нормальным распределением, частный коэффи-

циент m  можно вычислить с помощью следующего уравнения: 








k

x

x

d

k
m  (9) 

которое следует из соотношения общего вида (6). Все обозначения, используемые в уравнении (9), уста-
новлены выше ( k =1,64 обычно используется для нормативного сопротивления). Аналогичные соотношения 

между m  и   можно вывести для логарифмически нормального распределения или других распределений. 

 
6. Оценка конструктивной надежности 

Поведение конструкций должно быть оценено с помощью моделей, которые описывают реальную ситуа-
цию и состояния существующей конструкции. В основном, конструкцию следует оценивать на критическое 
предельное состояние и предельное состояние эксплуатационной пригодности с использованием основных 
переменных, а также с учетом свойственного процесса износа. 

Все основные переменные, характеризующие воздействия, нагрузку и неопределенности модели, должны 
быть рассмотрены, как описано выше. Неопределенность, связанная с достоверностью и точностью моделей, 
должна рассматриваться в процессе оценки или путем принятия соответствующих коэффициентов в детерми-
нированных проверках, или путем введения коэффициентов вероятностной модели в оценку надежности. 

При проведении оценки надежности существующей конструкции необходимо учитывать следующее: ко-
эффициенты преобразования, отражающие влияние формы и размеров образцов, температуру, влажность, 
воздействие продолжительности нагружения и т.д. Также следует учитывать уровень знаний о состоянии 
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компонентов. Это достигается путем корректировки предполагаемой изменчивости или в несущей способности 
компонентов, или в размерах их поперечных сечений, в зависимости от типа конструкции. 

При наблюдении износа существующей конструкции следует выявить механизмы износа, а также, на осно-
ве теоретических и экспериментальных исследований, осмотров и опыта, определить модель износа, прогно-
зирующую будущую работу конструкции. 

 
7. Проверка 

Проверка надежности существующей конструкции должна проводиться с использованием действующих 
строительных норм, как правило, основанных на методе предельных состояний. Следует обратить внимание 
как на критическое предельное состояние, так и на предельное состояние эксплуатационной пригодности. 
Проверка может быть произведена с использованием метода частных коэффициентов или методов конструк-
тивной надежности, с учетом конструктивной системы и пластичности компонентов. Оценка надежности 
должна проводиться с учетом остаточного срока службы сооружения, базового периода времени и изменений 
условий конструкции, связанных с ожидаемой сменой режима эксплуатации. 

Заключение по оценке надежности должно пройти проверку достоверности. В частности, необходимо объ-
яснить расхождения между результатами оценки конструктивной надежности (например, недостаточная на-
дежность) и реальным состоянием конструкции (например, отсутствие признаков повреждения или разруше-
ния, удовлетворительная работа конструкции). Следует иметь в виду, что многие инженерные модели явля-
ются моделями с запасом, и их не всегда можно напрямую использовать для объяснения реальной ситуации. 

Расчетный уровень надежности, используемый для проверки, следует принимать за уровень надежности, 
соответствующий критериям приемки, установленным проверенными и утвержденными нормами проектиро-
вания. Расчетный уровень надежности должен быть указан вместе с четко установленными функциями пре-
дельного состояния и специальными моделями основных переменных. 

Также расчетный уровень надежности можно установить с учетом требуемого уровня работы для конст-
рукции, базового периода времени и возможных последствий разрушения. В соответствии со стандартом ISO 
2394 [1] требования, предъявляемые к оценке существующих конструкций, соответствуют требованиям к про-
ектированию новых конструкций. Более низкие расчетные показатели надежности для существующих конст-
рукций могут использоваться в том случае, если они обоснованы и обусловлены экономическими, социальны-
ми и надежными принципами (см. приложение F к стандарту ISO 13822 [2]). 

Следует определять требуемое значение индекса надежности с учетом базового периода времени [2]. Для 
эксплуатационной пригодности и усталости базовый период времени приравнивается к остаточному сроку 
службы конструкции, в то время как для критических предельных состояний базовый период времени в прин-
ципе приравнивается к расчетному сроку службы, установленному для новых конструкций (50 лет для зда-
ний). Этот общий подход должен применяться в особых случаях и дополняться подробным анализом характе-
ра предельных состояний эксплуатационной пригодности (обратимый, необратимый), усталости конструкции 
(контролируемая, неконтролируемая), а также последствий критических предельных состояний (экономиче-
ские последствия, количество людей, подвергаемых опасности). 

 
8. Оценка поврежденной конструкции 

Для оценки поврежденной конструкции рекомендуется проведение следующих действий: 

1) Визуальный осмотр 

Рекомендуется всегда проводить предварительный визуальный осмотр конструкции с целью получения 
информации о ее состоянии. Серьезные дефекты всегда очевидны для опытного специалиста. В случае очень 
серьезных повреждений могут быть приняты срочные меры (такие, как консервирование сооружения). 

2) Объяснение наблюдаемых явлений 

Для того, чтобы иметь четкое представление о состоянии конструкции, необходимо смоделировать ее по-
вреждение или наблюдаемое поведение, используя при этом модель конструкции и расчетную силу различ-
ных прилагаемых нагрузок или физических/химических веществ. Важно иметь доступную документацию, от-
носящуюся к проекту, расчетам и строительству. При наличии расхождений между расчетами и наблюдения-
ми целесообразно провести проверку для выявления ошибок проектирования, ошибок монтажа и т.д. 

3) Оценка надежности 

При наличии конструкции в ее фактическом состоянии и с учетом представленной здесь информации, 
оценку надежности конструкции можно провести или с помощью расчета вероятности разрушения, или мето-
да частных коэффициентов. Необходимо учитывать, что модель реальной конструкции может отличаться от 
исходной модели. Если уровень надежности является достаточным (то есть он выше, чем стандартно допус-
тимый уровень надежности в расчетах), то считается, что требования соблюдены и дальнейших действий не 
требуется.  
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4) Дополнительная информация 

Если в соответствии с пунктом 3) уровень надежности является недостаточным, то необходимо получить 
дополнительную информацию путем использования более совершенных расчетных моделей, проведения до-
полнительных проверок и измерений, или оценки фактической нагрузки. Методы перерасчетов с использова-
нием данной информации подробно описаны в пункте 5 настоящей главы. 

5) Окончательное решение 

Если уровень конструктивной надежности остается низким, необходимо выполнить следующие действия: 

 принять данную ситуацию по экономическим причинам; 

 снизить уровень нагрузки на конструкцию; 

 произвести ремонт здания; 

 начать работы по сносу конструкции. 

Первое решение может быть обусловлено тем фактом, что затраты на повышение уровня надежности на-
много выше для существующей конструкции, чем для новой конструкции. Иногда этот довод используют те, 
кто утверждает, что более высокий уровень надежности, как правило, является требованием, предъявляемым 
к новым конструкциям, а не к существующим. Однако, когда речь идет о безопасности людей, экономическая 
оптимизация имеет ограниченное значение. 

 
9. Заключение и окончательное решение 

Заключение об оценке конструктивной надежности и возможные предварительные отчеты (если потребу-
ется) должны содержать четкие выводы с учетом задачи оценки, основанные на тщательной оценке конструк-
тивной надежности и затратах на ремонт или реконструкцию. Заключение должно быть кратким и четким. 
Рекомендуемая форма заключения представлена в приложении G к стандарту ISO 13822 [2]. 

Если уровень надежности существующей конструкции является достаточным, выполнение дальнейших 
действий не требуется. Если по результатам оценки выявлено, что уровень надежности конструкции является 
недостаточным, следует принять соответствующие меры. Может быть рекомендовано принятие временных 
мер, которые, в случае необходимости, должны быть незамедлительно предложены инженером. Инженеру 
следует указывать предпочтительное решение в качестве логичных дополнительных мер к процессу оценки в 
целом в каждом конкретном случае. 

Следует отметить, что окончательное решение о принятии возможных мер должен принимать заказчик со-
вместно с соответствующими надзорными органами, основываясь на результатах технической оценки и реко-
мендациях. Инженер, выполняющий оценку, в случае отсутствия в разумные сроки ответа со стороны заказ-
чика, имеет законные основания проинформировать об этом соответствующие надзорные органы. 

 
10. Заключение 

Обычно оценка существующих конструкций основывается на следующих двух основных правилах: 

 Необходимо применять действующие в настоящее время нормы для проверки конструктивной надеж-
ности, а старые нормы, действительные на момент проектирования конструкции, носят исключитель-
но рекомендательный характер.  

 Необходимо рассматривать фактические характеристики материалов конструкции, воздействия, гео-
метрические параметры и поведение конструкции, а исходная проектная документация носит исклю-
чительно рекомендательный характер. 

Наиболее важным этапом всего процесса оценки является анализ данных проверки и уточнение исходных 
данных по прочности и конструктивной надежности. Байесовский метод может быть эффективным инструмен-
том. 

Обычно оценка существующих конструкций представляет собой цикличный процесс, когда первая предва-
рительная оценка сопровождается последующими тщательными обследованиями и оценкой. Заключение об 
оценке конструктивной надежности, подготовленное инженером, должно содержать рекомендации по приня-
тию возможных мер. Однако, окончательное решение о принятии возможных мер должен принимать заказчик 
совместно с соответствующими надзорными органами. 
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Приложение А. Общая схема оценки существующих конструкций 
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Приложение В. Перерасчет вероятностей 

Данный пример перерасчета вероятностей был взят из документов [4] и [5]. Рассмотрим функцию пре-
дельного состояния , где )G(X X – вектор основных переменных, а разрушение описывается неравенст-

вом . Если результатом проверки конструкции 

F
0)G( X I является событие, описываемое неравенством 

, то с применением уравнения (1) из основного текста формула для перерасчета вероятности разру-

шения 

0H
)(P IF  будет иметь следующий вид: 

0)(

0)  0)P(G(
)00)P(G()(P





HP

HX
HXIF  (B.1) 

Например, рассмотрим свободно опертую стальную балку с длиной пролета , находящуюся под воздей-
ствием статической равномерной нагрузки  и переменой нагрузки . Другие параметры балки: пластиче-

ский момент сопротивления сечения W и прочность стали . 

L
g q

yf

Применяя метод частных коэффициентов, расчетное условие между расчетным значением 

 несущей способности и расчетным значением воздействия нагрузки  будет иметь следующий 

вид: 

 0 S - R dd 

dR R  Sd S

0)8/q)8/(/ 2
kq

2
kgmyk  LLgWf   (B.2) 

где  обозначает нормативное сопротивление,  – характеристическое (номинальное) значение ста-

тической нагрузки , – характеристическое (номинальное) значение переменной нагрузки 

ykf kg

g kq q , m – част-

ный коэффициент прочности стали, g – частный коэффициент статической нагрузки, а q – частный коэф-

фициент переменной нагрузки. По аналогии с формулой (B.2), функция предельного состояния  будет 

иметь следующий вид: 

)XG(

)8/8/()(G 22
y qLgLWfSRX  (B.3) 

где все основные переменные, в основном рассматриваются как случайные переменные, которые характе-
ризуются соответствующими вероятностными моделями. 

Для проверки надежности балка была испытана, а также производилось максимальное нагружение до 
уровня . Предполагается, что  это фактическое значение статической нагрузки . Если несущая 

способность балки является достаточной, то информация 

testq actg g

I  будет иметь следующий вид: 

   0)8/8/(0 2
test

2
acty  LqLgWfHI  (B.4) 

где – фактическая прочность стали,  – фактическая статическая нагрузка при условии, что она бы-

ла определена с достаточной точностью (с помощью методов проведения испытаний без разрушения образ-
ца). 

yf actg

Для определения уточненной вероятности разрушения )(P IF  с использованием уравнения (B.1) следует 

вычислить следующие две вероятности: 

)0)8/8/(0)8/8/((P)00)(G(P 2
test

2
acty

22
y  LqLgWfqLgLWfHX  (B.5) 

)0)8/8/((P)0(P 2
test

2
acty  LqLgWfH  (B.6) 

Необходимо сделать дополнительные допущения относительно основных переменных. Получив результаты 

вычислений из формул (B.5) и (B.6), уточненную вероятность )00)P(G(  HX  можно вычислить по 

формуле (B.1). 

В качестве варианта, учитывая результаты контрольного испытания, функция плотности распределения 
вероятностей  несущей способности балки )(fR r yWfR   может быть отсечена ниже уровня максимально 

допустимой нагрузки, как показано на рис. B.1. 
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)(fR r  

уточненная несущая способность R  
априорная несущая способность R  

несущая способность, соответствующая максимально допустимой нагрузке 

Рис. B.1. Воздействие отсечения уровня максимального нагружения  

на несущую способность конструкции. 

Очевидно, отсечение значений несущей способности конструкции уменьшает уточненную вероятность 
разрушения конструкции, определенную как: 

)0(Pf  SRP (B.7) 

и, следовательно, увеличивает уточненное значение конструктивной надежности. 

 
Приложение С. Байесовский метод оценки квантилей 

Квантили основных переменных фактически могут быть уточнены с помощью байесовского метода, кото-
рый описан в стандарте ISO 12491 [3]. В настоящей работе данная процедура ограничивается рассмотрением 
только нормальной переменной X , для которой функция априорного распределения ),( Π'  величин   

и   имеет следующий вид: 

 






   22

2
))'('1( )'(')'('

2

1
exp),( mnsCΠ' n 


  (C.1) 

где  – нормирующая постоянная, C 0δ(n')  при 0n' , в противном случае . Параметры ап-

риорного распределения 

1δ(n')
',,',' n'sm  – это параметры, асимптотически представленные следующим образом: 

'2

1
)(,

''

'
)(,')(E,')E(

v
V

nm

s
Vsm    (C.2) 

в то время как параметры  и v'  являются независимыми, и могут быть выбраны произвольно (но это не 

означает, что 

n'
1' nv'

n' v'

). В уравнении (С.2)  обозначает математическое ожидание, а – коэффи-

циент вариации переменной в скобках. Уравнения (С.2) могут быть использованы для расчета неизвестных 
параметров  и  при условии, что значения 

(.)E (.)V

)(V  и )(V  рассчитываются при помощи эксперимен-

тальных данных или на основе имеющегося опыта. 
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Функция апостериорного распределения ),( Π'  величин   и   является функцией того же типа, что 

и функция априорного распределения, но с параметрами  и , представленными следующим об-

разом: 

","m ," ns "v

222222 )'(')'(')"(")"("

''""

)'('"

'"

nmsmnsmns

nmmnnm

n

nnn











 

(C.3) 

где  и  – выборочное среднее и стандартное отклонение,  – класс рассматриваемого образца, а 

. Отсюда прогнозируемое значение  квантиля  представлено в виде: 

m
1

s n
 nv pred,px px

"/11""B, nstmx payesp   (С.4) 

где – квантиль t-распределения с  степенями свободы (см. таблицу С.1). При отсутствии исходных 

данных считается, что , а характеристики  равны характеристикам выборки 

. Тогда уравнение (С.4) формально можно преобразовать в, так называемую, прогнозную оценку 

квантиля, и оно будет иметь следующий вид: 

pt

v,

"v

0''  vn ",","," vsnm
snm ,,

nstmx pp /11pred,   (С.5) 

где  снова обозначает квантиль t-распределения с  степенями свободы (см. таблицу С.1). Более того, 

если известно стандартное отклонение 
pt "v

  (на основе прошлых расчетов), то  и  следует заменить на v s
 . 

Пример 

Для расчета характеристического значения прочности бетона pxf ck

МПа2,29

 при  возьмем выборку 

измерений прочности бетона , среднее значение 

05,0p
5n m  и стандартное отклонение 

. При отсутствии исходных данных считается, что МПа6,4s 0''  vn , а характеристики  

равны характеристикам выборки . Тогда из уравнения (С.5) следует, что прогнозируемое значение 

 будет представлено в виде: 

",","," vsnm
v,snm ,,

px

МПа5,151
6

1
3,48,19,23B, ayescuf  

где значение 13,2pt  взято из таблицы С.1 для 95,01  p  и 415 v . При наличии данных 

из предыдущего произведения можно эффективно использовать байесовский метод. Рассмотрим следующие 
исходные данные: 

,МПа1,30'm    ,50,0' mV  ,МПа4,4's    28,0' sV  

Из уравнения (С.2) следует, что: 

,1
50,0

1

1,30

6,4
'

2








n  6
28,0

1

2

1
' 2 v  

Отсюда рассмотрим следующие характеристики: 0'n  и 6'v . Учитывая, что , на основе 
уравнений (С.3) получаем, что: 

41 nv

,6"n   ,11'v МПа,9,23" x  МПа3,4"s  

и, в конечном счете, из уравнения (С.4) следует, что: 
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МПа5,151
6

1
3,48,19,23B, ayescuf  

где значение 81,1pt  взято из таблицы С.1 для 95,01  p  и 10v .  

В данном примере найденное значение нормативного сопротивления (примерно на 10%) больше значения, 
полученного в результате применения метода прогнозирования без использования исходных данных. Следо-
вательно, при наличии исходных данных байесовский метод может улучшить оценку квантилей (не всегда), в 
частности, если наблюдаются значительные расхождения в значениях переменной. Так или иначе, следует 
обращать особое внимание на источник исходных данных с учетом свойств рассматриваемой переменной. 

Таблица С.1. Квантили t-распределения с  степенями свободы v

p1  p1    

0,90 0,95 0,975 0,99 0,995 

  

0,90 0,95 0,975 0,99 0,995 
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,06 
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 14 1,35 1,76 2,14 2,62 2,98 
5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03 16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 
7 1,42 1,89 2,36 3,00 3,50 20 1,32 1,72 2,09 2,53 2,85 
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79 
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 

 

  1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 

 
Приложения 

ATTACHMENTS 

1. MATHCAD sheet “Update.mcd“ 

MATHCAD sheet Update is intended for determination of updated probability using Bayes formula. Prior probabili-
ties and likelihoods are taken from file “update.prn” 

2. MATHCAD sheet “BayesFract.mcd” 

MATHCAD sheet BayesFract intended for determination of the characteristic and design values and material par-
tial factor γM using test data in accordance to EN 1990, Annex D. 
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Attachment 1 - MATHCAD sheet “Update.mcd“ 

"Update.mcd" is MATHCAD sheet for probability updating

Probability updating using Bayes formula

or 

where p' ~ P(Bi) denotes prior probabilities, l~ P(A|Bi) likelihoods and p''~ P(Bi) updated

(posterior)  probabilities.

1 Reading data for apriory probabilties and likelihoods from file

DATA READPRN "Update.prn"( ):= Check vaue

Apriory probabilities p DATA
0〈 〉:= n length p( ):= n 2=

Likelihoods l DATA
1〈 〉:=

2 Updated (posterior) probabilities p'' i pp
p l⋅( )
→⎯

p l⋅:= pp
0.889

0.111

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠=

3 Alternative specification of input data using directly this sheet

Prior probabilities pi ' p 0.8 0.2 0 0 0 0 0 0 0 0( )
T:=

Likelihoods li l 1. 0.5 1 1 1 1 1 1 1 1( )
T:=

4 Updated (posterior) probabilities p'' i pp
p l⋅( )
→⎯

p l⋅:=

5 Listing of the updated probabilities

pp
0

0.889=
pp

1
0.111=

pp

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0.889

0.111

0

0

0

0

0

0

0

0

=
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Attachment 2 - MATHCAD sheet “BayesFract.mcd” 

MATHCAD sheet "BayesFract" for estimation of sample fractile

MATHCAD sheet for determination of the characteristic and design values and material

partial factor γM using test data in accordance to EN 1990, Annex D.

1. Coefficients of variations of prior mean and stadard deviation 

Vσ .01 0.02, 0.8..:= Vμ .01 0.02, 0.8..:=
2. Prior and current observations

Prior obcervations: m1 30.1:= s1 4.4:=

Current observation: m 29.2:= s 4.6:= n 5:= ν n 1−:=
3. Estimates of prior n' and ν ' assuming Vμ and V σ

Size n1

Degrees of freedom ν1

n1 Vμ( ) floor
s1

m1 Vμ⋅
⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠

2⎡⎢⎣
⎤⎥⎦:= n1 0.5( ) 0=

ν1 Vσ( ) floor
1

2 Vσ2⋅
⎛⎜⎝

⎞⎟⎠
:= ν1 0.28( ) 6=

Updated size n2

Updated ν2

n2 Vμ( ) n n1 Vμ( )+:= n2 0.5( ) 5=
ν2 Vμ Vσ,( ) ν ν1 Vσ( )+ 1− n1 Vμ( ) 1≥if

ν ν1 Vσ( )+ otherwise

:= ν2 0.5 0.28,( ) 10=

4. Updated means and standard deviations

m2 Vμ( ) m n⋅ m1 n1 Vμ( )⋅+
n2 Vμ( ):= m2 0.5( ) 29.2=

s2 Vμ Vσ,( ) ν s
2⋅ ν1 Vσ( ) s1

2⋅+ n m
2⋅+ n1 Vμ( ) m1

2⋅+ n2 Vμ( ) m2 Vμ( )2⋅−
ν2 Vμ Vσ,( ):= s2 0.5 0.3,( ) 4.49=

5. Coeficients of fractile estimates for probability select the probability p 0.05:=

p fractile V unknown

qt inverse Student's

distribution 

ks Vμ Vσ,( ) qt p ν2 Vμ Vσ,( ),( ) 1
1

n2 Vμ( )+:=

p fractile V known

qnorm is inverse 

normal distribution

kσ Vμ( ) qnorm p 0, 1,( ) 1
1

n2 Vμ( )+⋅:=
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6. Fractile estimates

Standard deviation s2 unknown

xp Vμ Vσ,( ) m2 Vμ( ) ks Vμ Vσ,( ) s2 Vμ Vσ,( )+:= xp 0.5 0.28,( ) 20.303=

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

16

18

20

22

24

xp 0.5 Vσ,( )

xp 0.1 Vσ,( )

VσFigure 1. Variation of the frictile xp with V σ for selected Vμ.

Standard deviation s2 is known, for example  s2=s2(0.5,0.28) 

xσp Vμ( ) m2 Vμ( ) kσ Vμ( ) s2 0.5 0.28,( )+:= xσp 0.5( ) 21.126=

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

16

18

20

22

24

xp Vμ 0.28,( )

xp Vμ 0.8,( )

Vμ
Figure 2. Variation of the frictile xp with V μ for selected Vσ.
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n1 0.1( ) 2=
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Summary  

 

Traditional methods for designing of civil engineering structures and other engineering 
systems are frequently based on the concept of target probability of failure. However, this 
fundamental quantity is usually specified on the basis of comparative studies and past 
experience only. Moreover, probabilistic design methods suffer from several deficiencies, 
including lack of consideration for accidental and other hazard situations and their 
consequences. Both of these extreme conditions are more and more frequently becoming 
causes of serious failures and other adverse events. Available experience clearly indicates that 
probabilistic design procedures may be efficiently supplemented by a risk analysis and 
assessment, which can take into account various consequences of unfavourable events. It is 
therefore anticipated that in addition to traditional probabilistic concepts the methods of 
advanced engineering design will also commonly include criteria for acceptable risks. 
 
 

1 INTRODUCTION 
 

1.1 Background documents 

Background documents of the risk analysis of civil engineering systems considered in 
this contribution consist of a number of national and international documents [1] to [9]. It 
should be noted that Eurocode EN 1990 [10] for design of civil structures is based on the 
concept of the target probability of failure pd. However, it is well recognised that the reliability 
of structures and other engineering systems suffers from a number of uncertainties that can 
hardly be analysed and well described by probabilistic methods [11, 12]. Moreover, traditional 
probabilistic concepts consider the significance of failure and other adverse events only very 
vaguely [10]. That is why probabilistic methods are often supplemented by recently developing 
methods of risk assessment [12]. In some countries, risk assessment even becomes compulsory 
by law in the case of complex technical systems (power stations, tunnel routes). 

 

1.2 General principles 
General principles of the risk analysis and the common tools applied for investigating 

civil engineering systems considered in this contribution follow the basic concepts presented in 
documents [1] to [9]. The risk analysis is an important part of the risk assessment and the entire 
risk management of a system as indicated in Figure 1 (adopted from [2]). 

The risk analysis of a system consists of the use of all available information to estimate 
the risk to individuals or populations, property or the environment, from identified hazards. 
Risk assessment further includes risk evaluation (acceptance or treatment) as indicated in 
Figure 1 (adopted from [2]). The whole procedure of the risk assessment is typically an 
iterative process as indicated in Figure 2 (adopted from [9]). The first step in the risk analysis 
involves the context (scope) definition related to the system and the subsequent identification 
of hazards. 
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Figure 1. A framework for risk management (adopted from [2]). 
 

The system is understood [2] as a bounded group of interrelated, interdependent or 
interacting elements forming an entity that achieves in its environment a defined objective 
through interaction of its parts. In the case of technological hazards related to civil engineering 
works, a system is normally formed from a physical subsystem, a human subsystem, their 
management, and the environment. Note that the risk analysis of civil engineering systems 
(similarly as analysis of most systems) involves usually several interdependent components 
(e.g. human life, injuries, economic loss). 

Any technical system may be exposed to a multitude of possible hazard situations. In 
the case of civil engineering facilities, hazard situations may include both, environmental 
effects (wind, temperature, snow, avalanches, rock falls, ground effects, water and ground 
water, chemical or physical attacks, etc.) and human activities (usage, chemical or physical 
attacks, fire, explosion, etc.). As a rule hazard situations due to human errors are more 
significant than hazards due to environmental effects. 

 
 

2 HAZARD IDENTIFICATION 
 

A hazard is a set of circumstances, possibly occurring within a given system, with the 
potential for causing events with undesirable consequences. For instance the hazard of a civil 
engineering system may be a set of circumstances with the potential to an abnormal action (e.g. 
fire, explosion) or environmental influence (flooding, tornado) and/or insufficient strength or 
resistance or excessive deviation from intended dimensions. In the case of a chemical 
substance, the hazard may be a set of circumstances likely to cause its exposure [2]. 

Hazard identification and modelling is a process to recognize the hazard and to define 
its characteristics in time and space. In the case of civil engineering systems the hazards Hi may 
be linked to various design situations of the building (as defined in [7]) including persistent, 
transient and accidental design situation. As a rule Hi are mutually exclusive situations (e.g. 
persistent and accidental design situations of a building). Then if the situation Hi occurs with 

the probability P{Hi}, it holds ∑P{Hi} = 1. If the situations Hi are not mutually exclusive, then 
the analysis becomes more complicated.  
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Figure 2. Flowchart of iterative procedure for the risk assessment (adopted from [9]). 

 
 
Note that in some documents (for example in the recent European document EN 1990 

[10]) the hazard is defined as an event, while in risk analysis [2] it is usually considered as a 
condition with the potential for causing event, thus as a synonym to danger. 

 
 

3 DEFINITION AND MODELLING OF RELEVANT SCENARIOS  
 
Hazard scenario is a sequence of possible events for a given hazard leading to undesired 

consequences. To identify what might go wrong with the system or its subsystem is the crucial 
task to risk analysis. It requires detail examination and understanding of the system [6]. 
Nevertheless, a given system is often a part of a larger system. Consequently, modelling and 
subsequent analysis of the system is a conditional analysis.  

The modelling of relevant scenarios may be dependent on specific characteristics of the 
system. For this reason a variety of techniques have been developed for the identification of 
hazards (e.g. PHA HAZOP) and for the modelling of relevant scenarios (fault tree, event 
tree/decision trees, causal networks). Detail description of these techniques is beyond the scope 
of this contribution, may be however found in [6, 9] and other literature.  
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4 ESTIMATION OF PROBABILITIES 
 
Probability is generally the likelihood or degree of certainty of a particular event 

occurring during a specified period of time. In particular, reliability of a structure is often 
expressed as probability related to a specific requirement and a given period of time, for 
example 50 years [3,10]. 

Assuming that a system may be found in mutually exclusive situations Hi, and the 
failure F of the system (e.g. of the structure or its element) given a particular situation Hi 
occurs with the conditional probability P{F|Hi}, then the total probability of failure pF is given 
by the law of total probability (see for example [11]) as: 

 pF = ∑
i

ii HFH }|{P}{P  (1) 

Equation (1) can be used for the modification of the partial probabilities P{Hi}P{F|Hi} 
(appropriate to the situations Hi) with the aim to comply with the design condition pF < pt, 
where pt is a specified target probability of failure. The target value pt may be determined using 
the probabilistic optimisation of an objective function describing, for example, the total cost. 

The conditional probabilities P{F|Hi} must be determined by a detail probabilistic 
analysis of the respective situations Hi under relevant scenarios. The traditional reliability 

methods [8] assume that the failure F of the system can be well defined in the domain of the 
vector of basic variables X. For example, it is assumed that a system failure may be defined by 

the inequality g(x) < 0, where g(x) is the so called limit state function, where x is a realisation 
of the vector X. Note that g(x) = 0 describes the boundary of the limit state, and the inequality 

g(x) > 0 the safe state of a structure. 
If the joint probability density fX(x|Hi) of basic variables X given situation Hi is known, 

the conditional probability of failure P{F|Hi} can be then determined [6] using the integral 

 P{F|Hi} = ∫
<0)(g

d)|(f
x

X xx iH  (2) 

It should be mentioned that the probability P{F|Hi} calculated using equation (2) suffers 
generally from two essential deficiencies: 

- uncertainty in the definition of the limit state function g(x), 
- uncertainty in the theoretical model for the density function fX(x|Hi) of basic variables 

X [8]. 
These deficiencies are most likely the causes of the observed discrepancy between the 

determined probability pF and actual frequency of failures; this problem is particularly 

disturbing in case of fire. Yet, the probability requirement pF < pt is generally accepted as a 
basic criterion for design of structures. 

In a risk analysis we need to know not only probability of the structural failure F but 
probabilities of all events having unfavourable consequences. In general, the situations Hi may 
cause a number of events Eij (e.g. excessive deformations, full development of the fire). The 
required conditional probabilities P{Eij|Hi} must be estimated by a separate analysis using 
various methods, for example the fault tree method or causal networks.  

 
 

5  ESTIMATION OF CONSEQUENCES 
 
Consequences are possible outcomes of a desired or undesired event that may be 

expressed verbally or numerically to define the extent of human fatalities and injuries or 
environmental damage and economic loss [1]. A systematic procedure to describe and/or 
calculate consequences is called consequence analysis. Obviously, consequences are generally 
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not one-dimensional. However in specific cases they may be simplified and described by 
several components only, e.g. by human fatalities, environmental damage and costs. At present 
various costs are usually included only. It is assumed that adverse consequences of the events 
Eij can be normally expressed by several components Cij,k, where the subscript k denotes the 
individual components (for example the number of lost lives, number of human injuries and 
damage expressed in a certain currency).  

 
 

6 ESTIMATION OF RISK 
 
Risk is a measure of the danger that undesired events represent for humans, 

environment or economic values. Risk is commonly expressed in the probability and 
consequences of the undesired events. It is often estimated by the mathematical expectation of 

the consequences of an undesired event. Then it is the product "probability × consequences". 
However, a more general interpretation of the risk involves probability and consequences in a 
non-product form. This presentation is sometimes useful, particularly when a spectrum of 
consequences, with each magnitude having its own probability of occurrence, is considered [2].  

The estimation of risk is the process used to produce an estimate of a measure of risk. 
As already stated above the risk estimation is based on the hazard identification and generally 
contains the following steps: scope definition, frequency analysis, consequence analysis, and 
their integration [2]. If there is one-to-one mapping between the consequences Cij,k and the 
events Eij, then the risk component Rk related to the considered situations Hi is the sum 

 Rk = ∑
ij

iiijkij HHEC }{P}|{P,  (3) 

If the dependence of consequences on events is more complicated than just one-to-one 
mapping, then equation (3) will have to be modified. A practical example of equation (3) can 
be found in [10], where an attempt to estimate the risk due to persistent and fire design 
situation is presented.  

In some cases it is possible to deal with one-component risk R only. Then the subscript 
k in equation (2.3) may be omitted. Moreover, probability of undesired events may depend on 
the vector of basic variables X. Then the total risk R may be formally written as  

 R = ∫ xxx X d)(f)(C  (4) 

where R(x) denotes the degree of risk as a function of basic variables X, and fX(x) denotes joint 
probability density function X.  

 
 

7 LOGIC TREES 
 
A number of different logic (decision) trees (fault tree, event tree, cause/consequence 

chart) have been developed to analyse the risk of a system [11] to [13]. Applications of logic 
trees significantly improve the completeness and clarity of the engineering work. The use of 
this kind of tool is widespread in risk analysis and implies some important advantages. 
Influences of the environment and of human activities can easily be considered simultaneously. 
Logic trees can also enable the detection of the most effective countermeasures. Furthermore, 
they can be easily understood by inexperienced persons and therefore can provide very 
effective communication means between experts and public authorities.  

The fault tree can be defined as a logical diagram for the representation of combinations 
of influences that can lead to an undesired event. When establishing a fault tree, the undesired 
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event constitutes the starting point. Going out from this event, possible causes are to be 
identified. The possible causes and consequences are to be linked in a logic way, without 
introducing any loops. Every event that is not a consequence of the previous event has to be 
considered as an independent variable. 

An example of the fault tree shown in Figure 3 describes the failure of a plane frame 
(indicated at the bottom of Figure 3).  

 

 
Figure 3. Fault tree describing the failure of a plane frame. 

 
Fault trees can be used to clarify the causes of failures in case that they are unknown. 

The most common application, however, consists in detecting possible causes of undesirable 
events before they can occur. Since the fault trees also show the possible consequences of 
events, they are very useful for the establishment of the most accurate measures for prevention 
of these events.  
 An event tree identifies possible subsequent events starting from an initial event. Each 
path consists of a sequence of events and ends up at the consequence level (for example at 
structural failure, see Figure 4). The aim of the event tree analysis is to identify possible 
consequences of an initial event and to calculate probabilities of the occurrence of these 
consequences corresponding to a different sequence of events.  
 Simple examples of an event tree describing the collapse of a structure under persistent 
and fire (accidental) design situation is shown in Figure 4. The probabilities indicated in Figure 
4 are illustrative values only (correspond approximately to a 50-year period of an 
administrative building having the fire compartment area 250 m2 with a protected steel 
structure and without sprinklers). 
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Figure 4. Event tree describing the collapse of a structure under persistent and fire design 
situation (all data are approximately related to a 50-year period of an administrative building 

having the fire compartment area 250 m2 without sprinklers and with a protected steel 
structure). 

 
 Logic trees may be supplemented by the consequences of events; graphical 
representation of such a tree is called the cause/consequence-chart. The consequence chart 
corresponds to an event tree with a suitable representation of expected consequences. For 
example Figure 4 may include consequences linked to each failure probability (frequency per 
year) of the structural collapse under given conditions. Then the tree may be used for the 
cause/consequence or risk (utility) analysis. 

The simplest form of the cause/consequence consideration is the so-called prior-analysis 
of the risk (utility) when the basic statistical and probabilistic information is available prior to 
any decision or activity. The prior analysis is an assessment of the risk associated with different 
decisions; commonly used for comparing the risks corresponding to different decisions. The 
posterior decision analysis differs from the prior analysis by considering possible changes in 
the branching probabilities and/or the consequences due to risk reducing measures, risk 
mitigating measures and the collection of additional information. The posterior decision 
analysis may be used to evaluate different additional activities affecting the total risk.  

Other important modification of logic trees is known as the pre-posterior decision 
analysis. The aim of the pre-posterior decision analysis is to identify the optimal decisions with 
regard to activities that may be performed in the future, e.g. planning of risk reducing activities 
and/or the collection of new information. An important pre-requisite for the pre-posterior 
decision analysis is the consideration of future actions that may be applied taking into account 
the results of the planned activities.  
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8 BAYESIAN NETWORK 
 
Another promising tool for the risk analysis seem to be Bayesian (believe) causal 

networks [13,14]. A simple example of the causal network is shown in Figure 5. The network 
containing only four chance nodes describes the structural failure under persistent and fire 
design situation similarly as the event tree in Figure 4. Compared with the event tree shown in 
Figure 4 the network in Figure 5 includes also the effect of sprinklers (node B). Note that the 
directional arrows in Figure 5 indicate the causal links between interconnected chance nodes. 

 
Figure 5. The causal network describing the structural failure under persistent and fire design 

situation. 
 
The collapse of a structure depends on the probability of persistent and fire situation 

and on the conditional probabilities of full development of fire, that depends on the ability of 
sprinklers and on conditional probability of the structural collapse under the conditions given 
by parents nodes (for example when fire is fully developed - fire flash over). Obviously the 
causal network representation seems to be much more effective than the event tree version. 
Moreover each node may have several states. Consequently, the input data are not indicated 
directly in the graphical representation of the network but are given in the tables of conditional 
probabilities.  

The basic principle of probability calculation used in the Bayesian networks may be 
illustrated considering the nodes A, B and D of the network in Figure 5. One child node D (Fire 
flashover) is dependent on two parent nodes: A (Design situation) and B (Sprinklers). If the 
parents' nodes A and B have the discrete states Ai and Bj, then the probability of the event Dk (a 
particular state of the node D) is given by the formula 

 P(Dk) = ∑ P(Dk| AiBj)P(Ai) P(Bj) (5) 

Equation (5) represents the fundamental theoretical tool for analysing the Bayesian 
network. The input data consist of the probabilities P(Ai) and P(Bj), and the conditional 
probabilities P(Dk|AiBj). These extensive data are based on available statistical evidence, 
probabilistic analysis or expert assessment (judgement) and are transparently summarised in 
the tables of conditional probabilities. 

Bayesian networks supplemented by decision and utility nodes called influence 
diagrams [13,14] provide a powerful tool for the risk estimation. In fact the influence diagram 
is a generalisation of the cause/consequence-chart discussed above. The main features of this 
tool are illustrated by the example shown in Figure 6, which is an extension of the fundamental 
task indicated in Figure 5. Figure 6 shows a simplified influence diagram developed recently 
[15,16] for the risk analysis of buildings under persistent and fire design situation.  

E-CollapseA-Situation

D-Flashover

B - Sprinkler
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The network consists of seven chance nodes numbered 1, 2, 3, 4, 5, 12 and 14, four 
decision nodes 6, 7, 15 and 16, and six utility nodes 8, 9, 10, 11, 13 and 17. The utility nodes 
represent the costs of various fire safety measures (nodes 8, 10, 17), damage to the building 
(nodes 9, 11), and injuries (node 13). 

Directional arrows indicating the causal links between the parent and children nodes 
interconnect the chance, decision and utility nodes. All the causal links must be described by 
appropriate input data (conditional probabilities or utility units) linked to assumed states of the 
nodes. For example the utility nodes (except the utility node 13) are directly dependent on the 
size of the building (node 15). The utility node 13, describing the cost of injury, is affected by 
the size of the building through the number of endangered persons represented by chance node 
14. These data are sometimes difficult to specify, and an expert assessment has often to be 
often. 

 
Figure 6. The Bayesian network describing a structure under normal and fire design situations. 

 
The chance nodes 1, 2, 3, 4, 5, 12 and 14 represent alternative random variables having 

two or more states. The node 1-Situation describes the probability of fire start pfi,s = P(H2) and 

the complementary probability 1− pfi,s of normal situation H1. The chance node 2-Sprinklers 
describes the functioning of sprinklers provided that the decision (node 6) is positive; the 
probability of the active state of the sprinklers given the fire start is assumed to be very high, 
for example 0,999. The chance node 3-Flashover has two states: the design situation H3 (fire 
design situation without flashover) and H4 (fire design situation with flashover when the fire is 
fully developed). 

When sprinklers are installed, the flashover in a compartment of 250 m2 has the positive 
state with the conditional probability 0,002; if sprinklers are not installed then P{H4|H2} = 
0,066 [15,16]. It is assumed that with the probabilities equal to the squares of the above values 
the fire will flash over the whole building, thus the values 0,000004 and 0,0044 are considered 
for the chance node 3. The chance node 4-Protection (introduced for formal computational 
reasons) has identical states as the decision node 7-Protection. The chance node 5-Collapse 
represents the structural failure that is described by the probability distribution linked to three 
children nodes (1,3,4). This situation can hardly be modelled using a decision tree. Note that 
the probability of collapse in the case of fire but not flashover may be smaller than in a 
persistent situation, due to the lower imposed load. 
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9 DECISION-MAKING 
 
The decision-making is generally based on the process of the risk acceptance and option 

analysis (see Figure 1) that is sometimes referred to as the risk evaluation. The risk acceptance 
is based on various criteria of risk that are reference points against which the results of the risk 
analysis are to be assessed. The criteria are generally based on regulations, standards, 
experience, and/or theoretical knowledge used as a basis for the decision about the acceptable 
risk. Acceptance criteria and the criteria of risk may be sometimes distinguished [1]. Various 
aspects may be considered, including cultural, social, psychological, economical and other 
aspect [6], [17], [18] and [19]. Generally the acceptance criteria may be expressed verbally or 
numerically [6].  

Assuming for example that the acceptance limits Ck,d for the components Ck are 
specified, then it is possible to design the structure on the basis of acceptable risks using the 

criterion Ck < Ck,d, which may supplement the probability requirement pF < pt. 
It should be noted that various levels of risk might be recognized, for example 

acceptable risk, tolerable risk, and objective risk [6] (see the definitions of theses terms in [2]). 
It is a remarkable fact that the public seems to be generally better prepared to accept certain 

risks than to stand for specified probabilities of failure [17].  
 

 

10 THE IMPLIED COST OF AVERTING A FATALITY 

 
The consequences may generally include economic as well as social and environmental 

costs [17,18,19]. An example is provided by the influence diagram shown in Figure 6 used to 
assess the risk of a building due to fire. Thus, in order to compare all possible consequences it 
is necessary to express all consequences in terms of a single unit. This seems to be an 
extremely difficult task. One of the possible approaches is represented by the concept of the 
Implied Cost of Averting a Fatality IICCAAFF  or Life Quality index LQI [19]. Table 1 shows values 
of the cost ICAF for selected countries adopted from [19]. It appears that the cost ICAF may be 
estimated to about 1 to 3 million of USD. 
 

 

Table 1. The Implied Cost of Averting a Fatality – IICCAAFF((Δe)),,  financial data in PPP US$ (1999) 
obtained from UN-HDR 2001, World Bank. 
 

Country g- annual 
income 

e- life 
time 

2 w-
working 
part of e 

ICAF(Δe) 

[× 106] 

US 34000 77 0.15 2.6 

Japan 26000 81 0.15 2.1 

Germany 25000 77 0.125 1.9 

UK 22000 77 0.125 1.7 

Czech Republic 8000 75 0.15 0.6 

Mexico 8800 72 0.15 0.6 

South Africa 9100 55 0.15 0.5 

Colombia 5900 70 0.15 0.4 

China 3900 70 0.15 0.3 

India 2400 63 0.15 0.1 

Nigeria 800 47 0.18  0.04 
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The Implied Cost of Averting a Fatality ICAF can be expressed as  

 e
e

e
geICAF w Δ⎟⎟⎠

⎞⎜⎜⎝
⎛ Δ+−=Δ − 1

1

)1(1)(  (6) 

where symbols g, e and w are defined in Table 1. However, the concept of the Implied 
Cost of Averting a Fatality described by equation (6) is just one of possible approaches to the 
complex problem of evaluating social consequences. At present further intensive investigation 
is expected.  

 
 

11 CONCLUDING REMARKS 
 
Risk is commonly estimated by the mathematical expectation of the consequences of an 

undesired event that often leads to the product "probability × consequences". As a rule the risk 
of civil engineering systems is a multidimensional quantity having several components. 

The risk analysis is based on the hazard identification and generally contains the 
following steps: the scope definition, hazard identification, definition and modelling of hazard 
scenarios, estimation of probabilities, estimation of consequences, estimation of risk and 
decision-making. 

The most important contribution of the risk analysis and assessment consists in the 
systematic consideration of various consequences. Several techniques are available at present: 
the decision trees, the Bayesian belief networks and influence diagrams. Available experience 
indicates that the Bayesian belief networks provide a transparent, logical and effective tool for 
analysing engineering systems. It should however be underlined that any analysis of an 
engineering system is always dependent on the assumed input data, often of a very uncertain 
nature. The input data should be estimated with due regard to the specific technological and 
economic conditions of a given system. In particular, the economic, social and environmental 
consequences of adverse events should be further investigated.  

It appears that the methods of risk analysis and assessment may significantly contribute 
to further improvement of current engineering design. The remarkable fact that the public is 
better prepared to accept certain risks than to stand for specified probabilities of failure will 
make the application of the risk assessment easier. It is therefore anticipated that in the near 
future probabilistic methods in engineering will be supplemented by criteria for acceptable 
risks. 
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NOTATION 

 
Ai States of node A 
Bj States of node B 
Dk States of node D 
Cij Consequences of events Eij (utility, cost, damage, injuries) 
R  The total expected risk 
Rk  The risk component  
Eij Events  
Hi Hazard situation i. 
P(F/Hi) Probability of failure F given situation Hi 

e Expected life-time 
g Annual income 

w Working part of e 
g(x) Performance (limit state) function. 
pF Probability of failure F. 
pd Target probability of failure. 
pf Probability P(F|H2) of structural failure during fire. 
pfi,s  Probability of fire start P(H2). 
x  Generic point of the vector of basic variables.  
X Vector of basic variables. β Reliability index. ϕX(x) Probability density function of the vector of basic variables X. 

)(Φ 1

N Fp−  Inverse distribution function of a standardized normal variable. 
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Summary 
 

Elementary concepts and techniques of the theory of probability and mathematical 
statistics required for understanding of basic reliability methods are reviewed and illustrated 
by a number of numerical examples. Computational procedures for determination of sample 
characteristics, fractiles of common theoretical models and estimates for fractiles based on 
small samples can be applied using the attached MATHCAD sheets.  

 

 

1 INTRODUCTION 

 

1.1 Background materials 
Elementary concepts and techniques of the theory of probability and mathematical 

statistics applicable to civil engineering are available in a number of standards [1 to 5], 
background materials [6, 7, 8], software products [9, 10, 11] and books [12 to 24]. Additional 
information may be found in the extensive literature listed in the books [12, 13] and others. In 
particular, documents developed by JCSS [6, 7] and recently published handbook [8] are 
closely related to the statistical techniques described in this text.  

 

1.2 General principles 
The theory of structural reliability is based on a general principle that all the basic 

variables are considered as random variables having appropriate type of probability 
distribution. Different types of distributions should be used for description of actions, material 
properties and geometric data. Prior theoretical models of basic variables and procedures for 
probabilistic analysis are indicated in JCSS documents. Sample characteristics are used as 
estimates of population parameters. In addition the population fractiles must be often assessed 
using small samples. MATHCAD sheets that supplement described computational procedures 
can be effectively used in practical applications.  

 

 

2  POPULATION AND SAMPLES  

 

2.1 General 
Actions, mechanical properties and geometric data are generally described by random 

variables (mainly by continuous variables). A random variable X, (e.g. concrete strength), is 
such a variable, which may take each of the values of a specified set of values (e.g. any value 
from a given interval), with a known or estimated probability. As a rule, only a limited 
number of observations, constituting a random sample x1, x2, x3,..., xn of size n taken from a 
population, is available for a variable X. Population is a general statistical term used for the 
totality of units under consideration, e.g. for all concrete produced under specified conditions 
within a certain period of time. The aim of statistical methods is to make decisions concerning 
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the properties of the population using the information derived from one or more random 
samples. 

 

2.2 Sample characteristics 
A sample characteristic is a quantity used to describe the basic properties of a sample. 

The three basic sample characteristics, which are most commonly used in practical 
applications, are: 

- the mean m representing the basic measure of central tendency; 
- the variance s2 describing the basic measure of dispersion; and 

- the coefficient of skewness ω giving the basic measure of asymmetry. 
The sample mean m (an estimate of the population mean) is defined as the sum 

 m = (Σ xi) / n (2.1) 

with the summation being extended over all the n values of xi. 
 
The sample variance s2 (an estimate of the population variance), is defined as: 

 s
2 = (Σ (xi - m)2) / (n - 1) (2.2) 

the summation being again extended over all values xi. Sample standard deviation s is the 
positive square root of the variance s2.  

The sample coefficient of skewness ω (an estimate of the population skewness) 
characterising asymmetry of the distribution is defined as  

 ω = [n (Σ (xi - m)3) / (n-1) / (n-2)] / s3 (2.3) 

Thus, the coefficient of skewness is derived from the central moment of order 3 
divided by s3. If the sample has more distant values to the right from the mean than to the left, 
the distribution is said to be skewed to the right or to have a positive skewness. If the reverse 
is true, it is said to be skewed to the left or to have a negative skewness.  

In some cases two different samples may be taken from one population and their 
combination is needed. If the original data are not available, then the characteristics of 
combined sample may be determined using the characteristics of both samples. If the sample 

sizes are n1, n2, the means m1, m2, standard deviations s1, s2 and skewnesses ω1, ω2, then the 
combined sample of the size n = n1+n2 has the characteristics 
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Another important characteristic describing the relative dispersion of a sample is the 
coefficient of variation v, defined as the ratio of standard deviation s to the mean m  

 v = s / m (2.5) 

The coefficient of variation v can be effectively used only if the mean m differs from 
zero. When the mean is much less than the standard deviation, then the standard deviation 
rather then the coefficient of variation should be considered as a measure of the dispersion. 
The coefficient of variation v is often used as a measure of production quality; for concrete 
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strength may be expected within a broad range from 0,05 up to 0,20, for structural steel from 
0,07 to 0,10. 

 

2.3  Distribution function 
Probability distribution is a term generally used for any function giving the probability 

that a variable X belongs to a given set of values. The basic theoretical models used to 
describe the probability distribution of a random variable may be obtained from a random 
sample by increasing the sample size or by smoothing either the frequency distribution or the 
cumulative frequency polygon.  

An idealisation of a cumulative frequency polygon is the distribution function Φ(x) 
giving, for each value x, the probability that the variable X is less than or equal to x: 

 Φ(x) = P (X ≤ x) (2.6) 

A probability density function ϕ(x) is an idealisation of a relative frequency 
distribution. It is formally defined as the derivative (when it exists) of the distribution 
function: 

 ϕ(x) = dΦ(x) / dx (2.7) 

Note that Appendix 1 to this Chapter provides a review of selected theoretical models 
of continuous random variables that are most frequently used in reliability analysis of civil 
structures. 

 

Example 2.1.  
A continuous random variable, which may attain equally likely any point x within a 

two-sided interval <a, b> (each point x has the same probability density ϕ(x)) is described by 
a so-called uniform distribution shown in Figure 2.1. 

Figure 2.1. Uniform distribution 
 

The uniform distribution is a basic type of distribution used not only in simulation 
procedures but also in theoretical modelling of some actions and geometric data. Shapes of 

the distribution function Φ(x) and probability density function ϕ(x) for the uniform 
distribution are shown in Figure 2.1. We can easily observe that it is a general property of the 

 

 

a                                          b 

a                                                     b  

Φ(x) = (x-a)/(b-a) 

ϕ(x) = 1/(b-a) 

x

x

1 

Distribution function 

Probability density 
function  



Annex A - Basic statistical concepts and techniques 

A - 4 

probability density function that the probability of a set of all values of any random variable is 
equal to 1  

 ∫∞∞−
ϕ(x)dx = ∫b

a

ϕ(x)dx = 1 (2.8)  

Thus, the surface bounded by the horizontal axis x and the curve of the density function ϕ(x) 
has the area equal to unity. 

 

2.4 Population parameters 
The population parameters are quantities used in describing the distribution of a 

random variable, as estimated from one or more samples. As in the case of random samples, 
three basic population parameters are commonly used in practical applications:  

- the mean μ representing the basic measure of central tendency; 
- the variance σ2 as the basic measure of dispersion; and 

- the coefficient of skewness ω.giving the degree of asymmetry.  

The population mean μ, for a continuous variable X having the probability density ϕ(x), is defined as  

 μ = ∫ x ϕ(x)dx (2.9) 

the integral being extended over the interval of variation of the variable X. The population 

variance σ2, for a continuous variable X having the probability density function ϕ(x), is the 
mean of the squared deviation of the variable from its mean: 

 σ2 =∫ (x - μ)2 ϕ(x)dx (2.10) 

The population standard deviation σ is the positive square root of the population 
variance σ2. 

The population coefficient of skewness, characterising asymmetry of the distribution, 
is defined as  

 ω  = ∫ (x - μ)3 ϕ(x)dx / σ3 (2.11) 

Another population parameter based on the fourth order moment is called kurtosis ε.  

 ε  = ∫ (x - μ)4 ϕ(x)dx / σ4 - 3 (2.12) 

Note that for normal distribution (described in Section 3.1) the kurtosis ε defined by 
equation (2.12) is zero. However, this parameter is used mainly in theoretical consideration. 

Another important parameter of the population is the coefficient of variation V defined 
similarly as the sample coefficient of variation 

 V = σ / μ (2.13) 

The same restriction on the practical use of V applies as in the case of samples. 

Geometrically μ is actually the x coordinate of the centre of gravity of the area 

bounded by the horizontal axis x and the curve of density function ϕ(x). Figure 2.2 shows an 
example of probability density function of lognormal distribution illustrating the geometric 

interpretation of the mean μ and standard deviation σ.  

The measure of dispersion of a random variable X relative to the mean μ is given by 
the central moment of the second order (moment of inertia) of the area, and standard deviation 
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σ is therefore the centroidal radius of gyration around the mean μ of the area bounded by the 

horizontal axis x and the curve of probability density function ϕ(x). 
A very important population characteristic is the fractile xp. If X is a continuous 

variable and p is a probability (a real number between 0 and 1), the p-fractile xp is the value of 
the variable X for which the probability that the variable X is less than or equal to xp is p, and 

hence, for which the distribution function Φ(xp) is equal to p. Thus, 

 P (X ≤ xp) = Φ(xp) = p (2.14) 

In civil engineering the probabilities p = 0,001; 0,01; 0,05 and 0,10 are used most 
frequently. The probability p is often written as a percentage (e.g. p = 0,1 %; 1 %; 5 %; 10 
%). If this is done, then xp is called a percentile, for example the 5th percentile is used when p 

= 5 %. If p=50 %, then xp is called the median. More details about the fractiles of continuous 
variables are given in the following sections. 

 

Figure 2.2. Geometric illustration of the mean μ and standard deviation σ 
 

Example 2.2. 
Parameters of the uniform distribution from example 2.1 may be derived using 

equations (2.9) to (2.13) as  

 μ = (a+b)/2, σ = (b-a)/ 12 , ω = 0, ε = - 2,96, V = (b-a)/((a+b) 3 ) 

The skewness of a uniform distribution is zero, kurtosis is negative (independent of the 
bounds a and b). Obviously the distribution is symmetric as the values of the random variable 
are distributed uniformly. If the lower bound of the distribution is zero, a = 0 (which is 
sometimes assumed in practical applications), then  

 μ = 0,5 b, σ = 0,289 b, ω = 0, ε = - 2,96, V = 0,577  

Let us note that the coefficient of variation V in this case (when a = 0) is independent 
of b and its value is relatively high (V = 0,577). 
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3 SELECTED MODELS OF RANDOM VARIABLES 
 

3.1 Normal distribution 
Most frequently used models of continuous random variables that are applied in 

reliability analysis of civil structures are reviewed in Appendix 1 of this Chapter. From a 
practical and theoretical point of view the most important type of distribution of a continuous 
random variable is the normal (Laplace-Gauss) distribution. Symmetric normal distribution of 

a variable X is defined on an unlimited interval - ∞ < x < ∞ (which can be undesirable in some 

practical applications) and depends on two parameters only – on the mean μ and on the 

standard deviation σ. Symbolically it is often denoted as N(μ,σ). 
The normal distribution is frequently used as a theoretical model of various types of 

random variables describing some loads (self-weight), mechanical properties (strengths) and 
geometrical properties (outer dimensions). It is convenient for symmetric random variable 

with a relatively low variance (coefficient of variation V < 0,3). It fails when used for 

asymmetric variables with great variance and skewness ω > 0,5.  

The probability density function of a normal random variable X with a mean μ and 

standard deviation σ is given by the exponential expression  

 ϕ(x) = ⎥⎥⎦
⎤

⎢⎢⎣
⎡ ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −− 2

2

1
exp

2

1

σ
μ

πσ
x

 (3.1) 

Skewness ω and kurtosis ε are zero for a normal distribution.  
Tables for normal distributions are commonly available [12, 13] for probability 

density function ϕ(u) and distribution function Φ(u) of a standardized variable U, which is 
defined by a general transformation relation (used for any type of distribution) 

 U = σ
μ−X

 (3.2) 

The standardized random variable U has a zero mean and variance (standard 
deviation) equal to one; symbolically it is often denoted as N(0, 1).  

The probability density function of the standardized random variable U is then given 
as a function of u  

 ϕ(u) = ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−
2

exp
2

1 2
uπ  (3.3) 

The probability density function of a normal and lognormal distribution with a 

coefficient of skewness ω = 1,0 (described in the next section 3.2) of the standardized random 
variable u is shown in Figure 3.1. 

Note that the probability density function of the standardized normal distribution is 

plotted in Figure 3.1 for u in the interval <–3,+3>, which covers the standardised variable U 
with a high probability of 0,9973 (in engineering practice this interval is often called interval 

±3σ). 
 

3.2 Lognormal distribution 
Generally one-sided limited asymmetric lognormal distribution is defined on a limited 

interval x0 < x < ∞ or -∞ < x < x0. Therefore it eliminates one of the undesirable properties of 
the normal distribution. A lognormal distribution is generally dependent on three parameters. 

Commonly the moment parameters are used: mean μX, standard deviation σX and skewness ωx. If the skewness ωx is unknown or uncertain, the lower or upper bound x0 is used. 
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Random variable X has a lognormal (general three-parametric) distribution if the 
transformed random variable  

 Y = ln |X – x0| (3.4) 

has a normal distribution. In this relation x0 denotes the lower or upper limit of distribution of 

a variable X, which depends on skewness ωx. If the variable has a mean μx and standard 

deviation σx, then the lower or upper limit can be expressed as  

 x0 = μX - σX /c (3.5) 

where the coefficient c is given by the value of skewness ωX according to the relation  

 ωX = c3 + 3c
3 (3.6) 

from which follows an explicit relation for c  

 ( ) ( ) 244 31
31

2
31

2 −⎥⎦⎤⎢⎣⎡ −+−++= ωωωω XXxXc  (3.7) 

Figure 3.1. Normal and lognormal distribution (skewness ω = 1,0) 
 
 
The dependence of the limit x0 on the coefficient c is obvious from Table 3.1 in which 

the lower bound u0= −1/c of the standardised random variable U=(X-μ X)/σX are given for 

selected values of the coefficient of skewness ωX ≥ 0. For ωX ≤ 0 values of u0 with an inverse 

sign (i.e. positive) are considered. A lognormal distribution with the skewness ωx = 0 becomes 

a normal distribution (u0= −1/c → ± ∞).  
 

Table 3.1. The lower limit u0= −1/c  for selected values of coefficient of skewness ωX ≥ 0.  

ωX 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

u0= −1/c -∞ -6,05 -3,10 -2,14 -1,68 
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When creating a theoretical model it is therefore possible to consider, besides the 

mean μX and standard deviation σX, the skewness ωX or alternatively the lower or upper bound 
of distribution x0. Generally the former possibility is preferred because more credible 
information is available about the coefficient of skewness, which better characterises the 
overall distribution of the population (particularly of large populations) compared to the lower 
or upper bounds. 

The probability density function and distribution function of the general three 
parameter lognormal distribution may be obtained from well known normal distribution using 
modified (transformed) standardised variable u’ obtained from the original standardised 

random variable u = (x-μX)/σX as  

 

( )
)1ln(

1ln
1

ln

2

2

c

cc
c

u

u +
++⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +

=′  (3.8) 

where (as above) u = (x-μX)/σX denotes the original standardised variable. The probability 

density function ϕLN,U(u’) and the distribution function ΦLN,U(u’) = ΦLN,X(x) of the lognormal 
distribution are then given as  

 ϕLN,U(u’) =

)1ln(
1

)(

2c
c

u

u

+⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝

⎛ +
ϕ

  (3.9) 

 ΦLN,X(x) = ΦLN,U(u’) = Φ(u) (3.10) 

where ϕ(u) and Φ(u) denote the probability density and distribution function of the 
standardised normal variable. 

A special case is the popular lognormal distribution with a lower bound at zero (x0 = 

0), which like the normal distribution, depends on two parameters only – the mean μX and the 

standard deviation σX (symbolically it is denoted LN(μ, σ)). In such a case it follows from 
equations (3.5) that the coefficient c is equal to the coefficient of variation VX. It further 

follows from equation (3.6) that the skewness ωX of the lognormal distribution with a lower 
bound at zero is given by the value of the coefficient of variation VX as 

 VV XXX
33 +=ω  (3.11) 

Thus the lognormal distribution with the lower bound at zero (x0 = 0) always has a 
positive skewness, which may have relatively high value (greater than 0,5); e.g. for the 
coefficient of variation equal to 0,30 a coefficient of skewness Vx = 0,927 obtained from 
relation (3.11). Applications of the lognormal distribution with the lower limit at zero (xo = 0) 
can thus lead to unrealistic theoretical models (usually underestimating the occurrence of 
negative and overestimating the occurrence of positive deviations from the mean), particularly 
for higher values of coefficient of variation VX. Although the occurrence of negative values 
can also be undesirable (unrealistic for most mechanical quantities), it is usually negligible 
from a practical point of view.  

 

Example 3.1. 

Reinforcement cover layer of a reinforced concrete cross-section X has a mean μ = 

25 mm and standard deviation σ = 10 mm. The probability density function ϕ(x) for a normal 
distribution and for a lognormal distribution with a lower limit at zero is shown in Figure 3.2. 
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It follows from Figure 3.2 that the normal distribution leads to occurrence of negative 
values of the reinforcement cover layer, which obviously does not correspond to reality. On 
the other hand, the lognormal distribution with lower limit at zero overestimates the 
occurrence of positive deviations of the cover layer, which may not be realistic either and can 
further lead to unfavourable influences on the strength of the cross-section. The 

overestimation of occurrence of extreme positive deviations corresponds to a high skewness ω 
= 1,36 of the lognormal distribution, which follows from equation (3.11). The available 
experimental data on the concrete cover indicate that the skewness of the distribution is 

around ω ≈ 0,5, in most cases ω < 1,0. 
 

 
Figure 3.2. Probability density function for the concrete cover 

 
 
The lognormal distribution is widely applied in the theory of reliability. It is used as a 

model for various types of random variables describing some loads (self-weight of some 
materials), mechanical properties (strengths) as well as geometrical data (inner and outer 
dimensions of cross-sections). It can be used for general asymmetric random variables with 
both positive and negative skewness. The lognormal distribution with lower limit at zero (x0 = 
0) is very often used for description of mechanical properties (strengths) of various materials 
(concrete, steel, masonry). 
 

3.3 Gamma distribution 
Another popular type of one-side limited distribution is the type III Pearson 

distribution. Its detailed description is e.g. in the book [13]. A special case of the type III 
Pearson distribution with lower limit at zero is the gamma distribution. The probability 
density function of this important distribution is dependent on two parameters only: on the 

mean μ and standard deviation σ. To simplify the notation two auxiliary parameters λ and 
k are often used 
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)(kΓ  is the gamma function of parameter k. For the moment parameters of the gamma 

distribution it holds that  

 V
k

kk
2

22
,, ===== μ

σωλσλμ  (3.13) 

The curve is bell shaped for k > 1, i.e. for skewness ω < 2 (in the inverse case it is a 

decreasing function of x). For k → ∞, the gamma distribution approaches the normal 

distribution with parameters μ and σ.  
The gamma distribution is applied similarly as the lognormal distribution with lower 

bound at zero. However, it varies from the lognormal distribution by its skewness, which is 

equal to twice the coefficient of variation (ω = 2V) and is thus lower than the skewness of 
lognormal distribution, which is more than 50% higher (according to equation (3.11) it is 

33 XXX VV +=ω ). That is the reason why the gamma distribution is more convenient for 

describing some geometrical quantities and variable action that do not have a great skewness.  

 
Figure 3.3. Histogram and theoretical models for concrete cover of reinforcement 

 
 

Example 3.2. 
A sample of the size n = 157 experimental results of concrete cover of reinforcement 

measurements has these characteristics: m = 26,8 mm, s = 11,1 mm and v = 0,42. It is a 
relatively large sample, which can be used for the assessed skewness (furthermore a long-term 
experience is available). A histogram of the obtained values and theoretical models of normal 
distribution, lognormal distribution with origin at zero, gamma distribution and beta 
distribution are shown in Figure 3.3, with help of which the appropriateness of the individual 
models can be considered.  
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According to Figure 3.3 it seems that the gamma distribution describes the histogram 
of obtained results better than the normal and lognormal distribution. But also the both-side 
limited beta distribution (described in the following Section 3.4) seems to be an appropriate 
model. However, to choose an appropriate theoretical model for describing variables of 
interest is a complicated task, which can be treated in theoretical way. Information about 
some methods of mathematical statistics (about the so-called goodness of fit tests) can be 
found in the textbook [4] and in specialised literature [12, 13]. In this book  
some practical aspects and procedures will be indicated only. 

3.4 Beta distribution 
An interesting type of distribution is the so-called beta distribution (also called 

Pearson‘s type I curve), which is defined on a both-side limited interval <a, b > (but this 
interval can be arbitrarily extended and the distribution then approaches the normal 
distribution). Generally it is dependent on four parameters and it is used mainly in those cases 
when it is evident that the domain of the random variable is limited on both sides (some 
actions and geometrical data, e.g. weight of a subway car, fire load intensity, concrete cover 
of reinforcement in a reinforced concrete cross-section). The principal difficulty in practical 
application is the need to estimate all the four parameters, for which credible data may not be 
available.  

The beta distribution is usually written in the form  
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For the lower and upper limit of distribution it holds 

 a = μ - c g σ, b = μ + d g σ, 
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g

1++=  (3.15) 

where g is an auxiliary parameter. From equations (3.15), relations for parameters c and d can 
be derived 
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For the moment parameters of the beta distribution it holds that 
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Note that skewness ω and kurtosis ε are dependent only on the parameters c and d 
(they are independent of the limits a and b). That is why the parameters c and d are called 

shape parameters. In practical applications the distribution is used for c > 1 and d > 1 
(otherwise the curve is J or U shaped), for c = d = 1 it becomes a uniform distribution, for c = 

d = 2 it is the so-called parabolic distribution on the interval <a, b >. When c = d, the curve is 

symmetric around the mean. When d → ∞, the curve becomes the type III Pearson 

distribution (see Section 3.3). If c = d → ∞, it approaches the normal distribution. Depending 
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on the shape parameters c and d the beta distribution thus covers various special types of 
distributions. The location of the distribution is given by parameters a and b. 

The beta distribution can be defined in various ways. If the parameters a, b, c and d 

are given, then the moment parameters μ, σ, ω and ε can be assess using equations (3.17) to 
(3.18). In practical applications however, two other combinations of input parameters are 
often applied: 

1. The input parameters are μ, σ, a and b. The remaining parameters c and d can 

be assessed from equations (3.16), the parameters ω and ε from equations (3.18). 

2. The input parameters are μ, σ, ω and one of the limits a (for ω > 0) or b (for ω < 0); the parameters b (or a), c and d can be assessed using equations (3.16) to (3.17). 
In practical applications the distribution with lower limit a = 0 is often used. It can be 

shown that in such a case the beta distribution is defined if 

 ω  ≤ 2V (3.19) 

where the coefficient of variation V = σ / μ. For ω = 2V the curve becomes the type III 

Pearson distribution (see Section 3.3). Therefore if the input parameters are the mean μ, 

standard deviation σ and skewness ω ≤ 2V, the beta distribution with the lower limit at zero (a 
= 0) is fully described. The upper limit b of the beta distribution with the lower limit at zero 
follows from the relation (3.15) 
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In equation (3.20) the parameters c and d are substituted by the following expressions 
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which follow from general equations (3.16) to (3.18) for a = 0.  
 

Example 3.3. 

Given the mean μ = 25 mm, standard deviation 10 mm (V = 0,40) and skewness ω = 0,5, assess the parameters of a beta distribution with the lower bound at zero (a = 0) for a 

reinforcement cover layer. Equation (3.19) is satisfied (0,5 < 2 × 0,4). From equations (3.21) 
and (3.22) it follows that  
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)5,04()25,04,0(

)5,04()5,04,02(

4,02

5,0
22

22 =+−+×
+−−×

×−=c   

 927,12
4,025,0

4,05,02

)5,04()25,04,0(

)5,04()5,04,02(

2

5,0
22

22 =×−
×+

+−+×
+−−×=d   

The upper bound of the distribution b follows from equation (3.20) that 
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The beta distribution having the assessed parameters is shown in Figure 3.4 together 
with a corresponding normal, lognormal and Gamma distribution with the lower bound at 

zero and the same mean μ and standard deviation σ.  

Figure 3.4 further shows that the normal distribution (skewness ω = 0) leads to the 
occurrence of negative values, which may not correspond to the real conditions for the 
reinforcement cover layer. According to equation (3.11) the lognormal distribution with lower 

limit at zero has skewness ω = 1,264, which does not correspond to experimental results and 
leads to an overestimation of the occurrence of positive deviations (which may further lead to 
unfavourable consequences in the reliability analysis of the reinforced concrete element).  

The gamma distribution has, according to equation (3.13), a skewness ω = 2V = 0,8, 
which is closer to the experimental value 0,5. The most convenient seems to be the beta 

distribution having the skewness ω = 0,5 corresponding exactly to the experimental results.  
 

 

Figure 3.4. Normal, Lognormal, Gamma and Beta distributions for the concrete cover layer of 
reinforcement in a reinforced concrete element 

 
It should be mentioned that mathematical statistics offers a number of “goodness of fit 

tests“ for evaluation of fitness of a distribution as a theoretical model for obtained 
experimental results (see for example documents [4, 12, 13] and a number recently developed 
ISO standards). The above discussion can therefore be supplemented by statistical tests. On 
the other hand it is essential to remark that goodness of fit tests very often fail and do not lead 
to an unambiguous result. In such a case the selection of a convenient model depends on the 
character of the basic variable, on available experience and on common experience.  

 
 

3.5 Gumbel and other distributions of extreme values 
The extreme values (maximal or minimal) in a population of a certain size are random 

variables and their distribution is very important in the theory of structural reliability. Three 
types of extreme values distribution denoted as types I, II and III are usually covered in the 
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specialised literature. Each of the types has two versions – one for the distribution of minimal 
values, the second for maximal values distribution. All these types of distribution have a 
simple exponential shape and are convenient to work with. We will describe in detail the type 
I extreme value distribution, which is commonly called the Gumbel distribution. Description 
of other types of distribution can be found in textbook [12,13] and in specialised literature 
[15, 16, 17, 18, 19]. 

The distribution function for the type I maximal values distribution (Gumbel 
distribution of maximum values) has the form 

 Φ(x) = exp(-exp(-c(x - xmod))) (3.23) 

It is a distribution defined on an infinite interval, which depends on two parameters: 

on mode xmod and parameter c > 0. By differentiating the distribution function we obtain the 
probability density function in the form 

 ϕ(x) = c exp(-c (x - xmod) - exp(-c(x - xmod))) (3.24) 

Both the parameters xmod, c of the Gumbel distribution can be assessed from the mean μ and standard deviation σ  

 π
σμ 6

577,0mod −=x  (3.25) 

 σ
π
6

=c  (3.26) 

Skewness and kurtosis of the distribution are constant: ω = 1,14, ε = 2,4. 
An important characteristic of the Gumbel distribution is the simple transformation of 

the distribution function Φ(x) of the original distribution to the distribution function ΦN(x) 
describing the maxima of populations that are N times greater than the original population 

with mean μ and standard deviation σ. If the individual multiples of the original population 

are mutually independent, then it holds for the distribution function ΦN(x) 

 ΦN(x) = (Φ(x))N
  (3.27) 

By substitution of equation (3.23) into equation (3.27) we obtain the distribution 

function ΦN(x) as 

 ΦN(x) = exp(-exp(-c(x - xmod – ln N/c))) (3.28) 

so the mean μN and standard deviation σN of maxima of populations that are N times greater 
than the original population are 

 μN = μ + ln N/c = μ + 0,78 ln N σ, σN = σ  (3.29) 

Thus the standard deviation σN of the greater population is equal to the standard 

deviation of the original population, σN = σ, but the mean μN is greater than the original value μ by 0.78 lnN/c.  
 

Example 3.4. 
One-year maxima of wind pressure are described by Gumbel distribution with a mean μ1 = 0,35 kN/m2, σ1 = 0,06 kN/m2. The corresponding parameters of the 50-year maximum 

value distribution, i.e. parameters μ50 and σ50, follow from equation (3.29) 

 μ50 = 0,35 + 0,78 × ln (50 × 0,06) = 0,53 kN/m2, σ50 = 0,06 kN/m2   
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Figure 3.5 shows both distributions of one-year and fifty-year maxima of wind 
pressure described by the Gumbel distribution.  

 

 
 

Figure 3.5. Distribution of maximum wind pressure over the periods of 1 year and 50 years. 
 
 
The distribution function of type I minimal values distribution (Gumbel distribution of 

minimum values) has the form  

 Φ(x) = 1 - exp(-exp(-c(xmod - x))) (3.30) 

This distribution is symmetrical to the distribution of maximal values given by 
equation (3.23). It is therefore also defined on an open interval and depends on two 

parameters: on mode xmod and parameter c > 0. By differentiating the distribution function we 
obtain the probability density function in the form 

 ϕ(x) = c exp(-c (xmod - x) - exp(-c (xmod - x))) (3.31) 

Both these parameters can be assessed from the mean μ and standard deviation σ  

 π
σμ 6

577,0mod +=x  (3.32) 

 σ
π
6

=c  (3.33) 

The probability density function of the minimum values is symmetrical to the shape of 
maximal values relative to mode xmod, as it is apparent from Figure 3.6. 
 
 

 

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Probability density ϕN(x) 

Wind pressure x 

ϕ1(x) ϕ50(x) 



Annex A - Basic statistical concepts and techniques 

A - 16 

Figure 3.6. The Gumbel distribution of the minimum and maximum values. 
 
In a similar way the type II distribution, the so-called Fréchet distribution, and type III 

distribution, the so-called Weibull distribution, are defined. All the three types of distribution 

complement each other with respect to the possible values of skewness ω. Each type covers a 
certain area of skewnesses, as indicated in Figure 3.7. 
 

 

Figure 3.7. Types of distribution of extreme values versus the skewness ω. 
 
 
The extreme values distributions of the type I and II are often used to describe random 

variables depending on the maximal values of populations (for example climatic actions). The 

type II is particularly convenient for variables with high skewness ω > 1,14 (for example for 

flood discharge that have ω ~ 2). The extreme values distribution of the type III is usually 
applied for random variables depending on the minimal values of populations (e.g. strength 

and other material properties) assuming that ω >− 1,14.  
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3.6 Function of random variables 
In general many variables entering reliability analysis of structures may be considered 

as a function of basic variables X = [X1, X2, ... , Xn]. For example resistance R or load effect E 

may be given as a function  

 Z = F(X) (3.34) 

where X = [X1, X2, ... , Xn] denotes a vector of basic variables. Then the resulting variable Z is 
a random variable and its characteristics may be derived from relevant characteristics of basic 

variables X = [X1, X2, ... , Xn]. Usually three moment parameters, the mean μ, standard 

deviation σ and skewness ω, are used for a first assessment of the resulting variable Z. 

Experience shows that using derived moment parameters (μ, σ and ω) three parameter 
lognormal distribution provides satisfactory approximation of Z. However, the software VaP 

[9] applies a more accurate approximation based on four moment parameters (μ, σ, ω and 

kurtosis ε). 
Appendix 2 of this Chapter provides approximate expressions for fundamental 

functions of two basic variables that can be used in assessment of failure probability in case of 
small number of basic variables.  

 
 

4 ESTIMATION OF FRACTILES 
 

4.1 Fractile of a theoretical model 
One of the most important keywords of the theory of structural reliability is the term 

fractile of a random variable X (or of its probability distribution), sometimes called also 
quantile. Appendix 3 to this Chapter provides a review of formulas for determining fractiles 
of most important theoretical models of continuous random variables.  

Let us recall the definition of the fractile. For a given probability p, the p-fractile xp 
denotes such a value of the random variable X, that values less than or equal to xp occur just 

with the probability p. If Φ(x) is distribution function of the random variable X, then it follows 

from equation (2.6) that the value Φ(xp) of the distribution function Φ(x) at the point xp is 
equal to the probability p  

 P(X ≤ xp) = Φ(xp) = p  (4.1) 

The same definition holds also for standardised random variable U (given by 
transformation equation (3.2)) when in equation (4.1) U is substituted for X and up is 
substituted for xp. Fractiles up of standardised random variables U are commonly available in 
tables. Figure 4.1 illustrates the definition of the fractile described by equation (4.1) for 

standardised random variable U; it shows distribution function Φ(u), probability density 

function ϕ(u), probability p (approximately equal to 0,05) and fractile up for normal 
standardised distribution U. 

In general fractile xp of the original random variable X may be calculated using tables 
for up available for standardised random variables U with a relevant type of distribution. It 
follows from transformation (3.2) that the fractile xp may be determined from the fractile of 
the  standardised random variable up (found in available tables) using relationship 

 xp = μ + upσ = μ (1 + up V)  (4.2) 

where μ denotes the mean, σ the standard deviation and V the coefficient of variation 
of the observed variable X. 

If the probability p < 0,5, then the value xp is called the lower fractile, for p > 0,5 the 
xp is called the upper fractile. Figure 4.2 shows the lower and upper fractiles up of a 
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standardized random variable U with normal distribution for probabilities p = 0,05 and 0,95, 
and thus denoted u0,05 and u0,95.  

The fractile corresponding to the probability p = 0,05, is usually applied for an 
assessment of the characteristic value of material properties (strength of concrete, yield point 
of steel, masonry strength). However, the design values of dominant variables are fractiles, 

which correspond to a lower probability (p ≅ 0,001), design values of variables which are not 

dominant are fractiles corresponding to a greater probability (p ≅ 0,10). 
 

Figure 4.1. Definition of the fractile for the standardised random variable U. 
 
 
The values up of the lower fractile of a standardized random variable U having normal 

distribution for selected probabilities p are given in Table 4.1. Considering the symmetry of 
the normal distribution, the values up of the upper fractile can be assessed from Table 4.1 by 
substituting of p by 1 - p and by changing the sign of values up (from negative to positive). 
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Detailed tables can be found e.g. in books [12, 13], in the International Standard ISO 12491 
[4] and in specialised literature [18, 19, 20]. 

For a standardized random variable with a general three-parametric lognormal 

distribution the value up of the standardized random variable is dependent on skewness ω. The 

values up for selected skewnesses ω and probabilities p are given in Table 4.2. 
 

Table 4.1. Fractile up of a standardized random variable with normal distribution 

p 10-7 10-6 10-5 10-4 0,001 0,010 0,050 0,100 0,200 0,500 

up -5,199 -4,753 -4,265 -3,719 -3,091 -2,327 -1,645 -1,282 -0,841 0,000 

 
 

 

Figure 4.2. The lower and upper fractiles of a standardized random variable U having normal 
distribution 

 
 
In the case of a lognormal distribution with lower limit at zero, which is described in 

section 3.2, it is possible to calculate the fractile from the value of fractile of a standardized 
random variable with normal distribution using the relation 

 ( ))1ln(exp
1

2

,2
Vu

V
x pnormp ++= μ

 (4.3) 

where unorm,p is the fractile of a standardized random variable with normal distribution, μ is 
the mean and V the coefficient of variation of the variable X. An approximation of relation 
(4.3) is often applied in the form 

 xp ≅ μ exp (unorm,p × V) (4.4) 

whose accuracy is fully satisfactory for the coefficient of variations V < 0,2, but it is 
commonly used for greater V as well. 
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Table 4.2. Fractile up of a standardized random variable having lognormal distribution  

Probability p  

ω 10-4 10-3 0,01 0,05 0,10 0,20 0,50 0,80 0,90 0,95 0,99 1-10-3 1-10-4 

-2,0 -9,52 -6,24 -3,52 -1,89 -1,24 -0,61 0,24 0,77 0,97 1,89 1,28 1,42 1,49 

-1,5 -7,97 -5,51 -3,31 -1,89 -1,29 -0,68 0,20 0,81 1,04 1,21 1,45 1,65 1,77 

-1,0 -6,40 -4,70 -3,03 -1,85 -1,32 -0,74 0,15 0,84 1,13 1,34 1,68 1,99 2,19 

-0,5 -4,94 -3,86 -2,70 -1,77 -1,32 -0,80 0,08 0,85 1,21 1,49 1,98 2,46 2,81 

0,0 -3,72 -3,09 -2,33 -1,65 -1,28 -0,84 0,00 0,84 1,28 1,65 2,33 3,09 3,72 

0,5 -2,81 -2,46 -1,98 -1,49 -1,21 -0,85 -0,08 0,80 1,32 1,77 2,70 3,86 4,94 

1,0 -2,19 -1,99 -1,68 -1,34 -1,13 -0,84 -0,15 0.74 1,32 1,85 3,03 4,70 6,40 

1,5 -1,77 -1,65 -1,45 -1,21 -1,04 -0,81 -0,20 0,68 1,29 1,89 3,31 5,51 7,97 

2,0 -1,49 -1,42 -1,28 -1,89 -0,97 -0,77 -0,24 0,61 1,24 1,89 3,52 6,24 9,52 

 
 

Example 4.1.  
Let us assess the fractile xp of a normal and lognormal distribution with lower limit at 

zero for p = 0,001; 0,01; 0,05 and 0,10, if V = 0,3. We know that the lognormal distribution 

with lower limit at zero has, in this case, a positive skewness ω = 0,927 (according to equation 
(3.11)), which needs to be known for interpolation in Table 4.2. The resultant values xp are 

given in the following table in the form of dimensionless coefficients xp/μ (expressing the 
ratio of the fractile to the mean), which were for normal and for lognormal distribution 
assessed by different ways.  

 

Table of coefficients xp/μ. 

Probability p  

Coefficient xp/μ for 0,001 0,010 0,050 0,100 

normal distribution, equation (4.2) and Table 4.1 0,073 0,302 0,506 0,615 

lognormal distribution, equation (4.2) and Table 4.2 0,385 0,483 0,591 0,658 

lognormal distribution, equation (4.3) and Table 4.1 0,387 0,484 0,591 0,657 

lognormal distribution, equation (4.4) and Table 4.1 0,396 0,496 0,610 0,681 

 

Table of coefficients xp/μ shows the expected difference between the fractiles of 
normal and of lognormal distributions. The lower fractile of normal distribution is 
significantly lower than the corresponding fractile of lognormal distribution particularly for 
small probabilities p. The table also shows that the approximate formula (4.4) provides 
satisfactory results for computation of fractile of lognormal distribution (the error will 
decrease with decreasing coefficient of variation V).  

The fractile of gamma distribution can be calculated from the available tables for type 
III Pearson distribution [12, 13]. To calculate the fractile of beta distribution, the available 
tables of incomplete beta function may be used or it can be assessed by integration of 
probability density function according to definition (4.1). However, when it is needed (and 
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neither appropriate tables nor software product are available), the fractile of beta distribution, 

which is bell shaped (for shape parameters it holds that c > 2 and d > 2), may be assessed 
approximately from equation (4.2) using table values of up for a standardized lognormal 

distribution, having the same skewness ω as the beta distribution. Analogical procedure may 
be used for other types of distribution, too.  

The fractile xp can be easily assessed for Gumbel distribution. From equation (3.23) 
and definition (4.1) follows an explicit relation for xp directly dependent on the probability p  

 σμ )))ln(ln(78,045,0())ln(ln(
1

mod pp
c

xxp −+−≅−−=  (4.5) 

where mode xmod and parameter c are substituted by relations (3.25) and (3.26).  
 
 

Example 4.2. 
Let us determine the upper fractile of wind pressure from Example 3.4 described by 

Gumbel distribution when probability p = 0,98 is considered. It is known from Example 3.5 

that for the one-year maximum μ1 = 0,35 kN/m2, σ1 = 0,06 kN/m2. The fractile x0,98 for such 
parameters follows from equation (4.5) 

 x0,98 = 0,35 – (0,45 + 0,78 × ln(-ln(0,98))) × 0,06 = 0,51 kN/m2   

The corresponding fractile of the maximum for a period of 50 years (as shown in 

Example 3.4 that μ50 = 0,53 kN/m2, σ50 = 0,06 kN/m2) is  

 x0,98 = 0,53 – (0,45 + 0,78 × ln(-ln(0,98))) × 0,06 = 0,69 kN/m2  

Simple mathematical procedures, including the computation of fractile, are some of 
the reasons of the wide popularity of Gumbel, distribution which is frequently used for 
random variables describing climatic and other variable actions that are defined by maximal 
values for a given period (e.g. during one year).  

 
However, theoretical models are not always known in practical applications. In civil 

engineering, the fractile of a random variable (e.g. strength of a new or unknown material) has 
to be assessed from a limited sample, the size n of which may be very small (sometimes less 
than 10). Furthermore, considered random variables may have a high variability (the 
coefficient of variation is sometimes greater than 0,30). Assessment of the fractile of a 
population from a sample is then a serious problem, which is in mathematical statistics solved 
by various methods of estimation theory. In the following three basic methods are shortly 
described: the coverage method, the prediction method and the Bayesian method for 
estimation of the population fractile.  

 

4.2 Coverage method of fractile estimation 
The keyword of the coverage method for the fractile estimation from a sample of a 

limited size n is the confidence γ, i.e. the probability (usually 0,75, 0,90 or 0,95) that the 
estimated value covers the population fractile (that is why the method is called coverage 
method). The estimator xp,cover of the lower fractile xp is determined by the coverage method in 
such a way that  

 P(xp,cover < xp) = γ  (4.6) 

Thus, the estimator xp,cover is lower (on the safe side of the lower fractile) than the 

unknown fractile xp with the probability (confidence) γ.  
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In the following summary practical formulas are given without being derived, 
assuming that the population has a general three-parameter distribution characterized by 

skewness ω, known from previous experience. In addition it is assumed that the mean μ of the 
population is never known in advance and the estimation is based by the average m obtained 

from a sample. The standard deviation σ of the population is assumed to be either known (and 
then it is used) or unknown (and then the sample standard deviation s or the coefficient of 

variation V is used instead of σ).  
If the standard deviation σ of the population is known from previous experience, the 

estimator xp,cover of the lower p-fractile is given as 

 xp,cover = m − κp σ  (4.7) 

If the standard deviation of the population σ is unknown, then the sample standard 
deviation s is considered  

 xp,cover = m − kp s (4.8) 

Coefficients of estimation κp = κ (ω, p, γ, n) and kp = k (ω, p, γ, n) depend on 

skewness ω, on probability p corresponding to the fractile xp that is estimated, on confidence γ 

and on the size n of the population. The knowledge of confidence γ that the estimator xp,cover 
will be on the safe side of the real value is the greatest advantage of the classic coverage 

method. In documents [1, 2] the confidence γ is recommended by the value 0,75. In the cases 
of increased reliability demands when a detailed reliability analysis is required, a higher value 
of confidence, say of 0,95, may be more appropriate [4].  

 

4.3 Prediction method of fractile estimation 
According to the prediction method [4] the lower p-fractile xp is estimated by the so-

called prediction limit xp,pred for which it holds that a new value xn+1 randomly drawn from the 
population will be lower than the estimator xp,pred only with the probability p, i.e. it holds that 

 P(xn+1 < xp,pred) = p  (4.9) 

It can be shown that for growing n the estimator xp,pred defined in this way is 
asymptotically approaching the unknown fractile xp. It can be also shown that the estimator 
xp,pred corresponds approximately to the estimator obtained by the coverage method xp,cover for 

confidence γ = 0,75 [4].  

If the standard deviation σ of the population is known, then the lower p-fractile is 
estimated by the value xp,pred according to the relation 

 xp,pred = m + up (1/n + 1)1/2 σ  (4.10) 

where up = u(ω, p) is the p-fractile of a standardized lognormal distribution having the 

skewness ω. If the distribution of the variable X is normal then up is the p-fractile of 
standardised normal distribution. 

If, however, the standard deviation of population is unknown, then the sample 

standard deviation s must be considered instead of σ  

 xp,pred = m + tp (1/n + 1)1/2 s  (4.11) 

where tp = t(ω, p, ν) is the p-fractile of the generalized Student′s t-distribution for ν = n –1 

degrees of freedom, which has a skewness ω (information about Student‘s distribution and 
about the number of degrees of freedom may be obtained from the textbook [12,13] and from 
other specialised sources [18, 19]). If the distribution of the variable X is normal, then up is the 

p-fractile of standardised normal distribution Student′s t-distribution for ν = n –1 degrees of 
freedom. 
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4.4 Coefficients of the coverage and prediction methods 
The coverage and prediction methods represent two basic procedures of estimation of 

the population‘s fractile from the available sample of a limited size n. If the standard 

deviation of the population σ is known, then equations (4.7) and (4.10) are applied in which 

two analogical coefficients κp and −up(1/n + 1)1/2 appear. Both of these coefficients depend on 

the sample size n, coefficient κp of the coverage method depends furthermore on the 

confidence γ. Table 4.3 shows the coefficients κp and −up(1/n + 1)1/2 for p = 0,05 and selected 

values of n and γ when normal distribution of the population is assumed. 
 

Table 4.3. Coefficients κp and −up(1/n + 1)1/2 from equations (4.7) and (4.10) for p = 0,05 and 

normal distribution of the population (when σ is known). 

 Sample size n 

Coefficient 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

 γ = 0,75 2,03 1,98 1,95 1,92 1,88 1,86 1,79 1,77 1,64 κp γ = 0,90 2,39 2,29 2,22 2,17 2,10 2,05 1,93 1,88 1,64 

 γ = 0,95 2,60 2,47 2,38 2,32 2,23 2,17 2,01 1,95 1,64 

−up(1/n+1)1/2 1,89 1,83 1,80 1,77 1,74 1,72 1,68 1,67 1,64 

 

It is evident from Table 4.3 that with the growing sample size n both the coefficients 
approach the value 1,64, which holds for a theoretical model of the normal distribution (see 

Table 4.1). The coefficient κp of the coverage method increases with increasing confidence γ. 

Note that for confidence γ = 0,75 it holds that κp ≅ −up(1/n + 1)1/2. Thus, for γ = 0,75 the 

coverage method leads approximately to the same estimator as the prediction method, xp,cover ≅ 

xp,pred (for greater confidence γ > 0,75 the xp,cover < xp,pred).  

If the standard deviation of the population σ is unknown, equations (4.8) and (4.11) 

are applied in which two analogical coefficients kp and −tp(1/n + 1)1/2 appear. Both of these 
coefficients depend again on the sample size n, coefficient kp of the coverage method depends 

furthermore on the confidence γ. Table 4.4 and Figure 4.3 show the values of coefficients kp 

and −tp(1/n + 1)1/2 for p = 0,05 and selected values of n and γ when normal distribution of the 
population is assumed. 

 

Table 4.4. Coefficients kp and −tp(1/n + 1)1/2 from equations (4.8) and (4.11) for p = 0,05 and 

normal distribution of the population (when σ is unknown). 

Coefficient Sample size n 

 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

 γ = 0,75 3,15 2,68 2,46 2,34 2,19 2,10 1,93 1,87 1,64 

kp γ = 0,90 5,31 3,96 3,40 3,09 2,75 2,57 2,21 2,08 1,64 

 γ = 0,95 7,66 5,14 4,20 3,71 3,19 2,91 2,40 2,22 1,64 

− tp(1/n+1)1/2 3,37 2,63 2,33 2,18 2,00 1,92 1,76 1,73 1,64 

 
It is obvious from Table 4.4 and Figure 4.3 that with increasing sample size n both the 

coefficients kp and −tp(1/n + 1)1/2 approach the value 1,64, which is valid for a theoretical 
model of the normal distribution (see Table 4.1). In case of the coverage method, the 

coefficient kp increases with increasing confidence γ and the relevant estimators xp,cover of the 
lower fractile are decreases (on the safe side). Note, that as in the case of known standard 

deviation σ both coefficients are approximately equal, kp ≅ −tp(1/n + 1)1/2 and for confidence γ 
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= 0,75 the coverage method leads to approximately the same estimator, xp,cover ≅ xp,pred, as the 
prediction method.  
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Figure 4.3. Coefficients kp and -tp(1/n + 1)1/2 for p = 0,05 and normal distribution of the 

population (when σ is unknown). 
 

Also the skewness (asymmetry) of the population ω may affect significantly the 
estimator of the population‘s fractile. Tables 4.5 and 4.6 show the coefficients kp from 

equation (4.8) for three value of the skewness ω = −1,0, 0,0 and 1,0, probability p = 0,05 and 

confidence γ = 0,75 (Table 4.5) and γ = 0,95 (Table 4.6). Values of the coefficients from 
Table 4.6 are shown in Figure 4.4.  
 

Table 4.5. Coefficient kp from equation (4.8) for p = 0,05, γ = 0,75 and lognormal distribution 

having skewness ω (when σ is not known). 

 Sample size n 

Skewness 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

ω = −1,00 4,31 3,58 3,22 3,00 2,76 2,63 2,33 2,23 1,85 ω =  0,00 3,15 2,68 2,46 2,34 2,19 2,10 1,93 1,87 1,64 ω  =  1,00 2,46 2,12 1,95 1,86 1,75 1,68 1,56 1,51 1,34 

 

Table 4.6. Coefficient kp from equation (4.8) for p = 0,05, γ = 0,95 and lognormal distribution 

having the skewness ω (when σ is not known). 

 Sample size n 

Skewness 3 4 5 6 8 10 20 30 � 

ω = −1,00 10,9 7,00 5,83 5,03 4,32 3,73 3,05 2,79 1,85 ω =  0,00 7,66 5,14 4,20 3,71 3,19 2,91 2,40 2,22 1,64 ω =  1,00 5,88 3,91 3,18 2,82 2,44 2,25 1,88 1,77 1,34 

 
It is evident from Tables 4.5 and 4.6 that as the sample size n increases, the 

coefficients kp approach the values of up, which are valid for theoretical model of lognormal 

distribution (see Table 4.2). Thus, the influence of the skewness ω does not disappear when n 
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→ ∞, and it is especially significant for small samples and greater confidence γ = 0,95 (see 
Figure 4.4). 

 
  10 

 5 

 0 

 n 

1,64 

0                            5                             10                           15                          20 

 ω = −1,00 

 ω = 0,00 

 ω = +1,00 

 kp 

 

Figure 4.4. Coefficient kp for p = 0,05 and confidence γ = 0,95 (when σ is unknown).  
 
A similar dependence on skewness may be observed in the case of the generalized 

Student‘s t-distribution for which the fractiles tp are given in Table 4.7. These values tp are 
applied in the prediction method using formula (4.11) and further in the Bayes‘ method. That 
is why Table 4.7 gives directly the values of fractiles tp depending on the number of degrees 

of freedom ν. Similarly as in Tables 4.5 and 4.6 the probability p = 0,05 and three skewnesses ω = −1,0; 0,0 and 1,0 are considered.  
 

Table 4.7. Coefficient −tp from equation (4.11) for p = 0,05 and lognormal distribution with 

skewness ω (when σ is unknown). 

 Coefficient − tp for ν = n − 1 degrees of freedom 

Skewness 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

ω = −1,00 2,65 2,40 2,27 2,19 2,19 2,04 1,94 1,91 1,85 ω =  0,00 2,35 2,13 2,02 1,94 1,86 1,81 1,72 1,70 1,64 ω =  1,00 1,92 1,74 1,64 1,59 1,52 1,48 1,41 1,38 1,34 

 
It follows from Table 4.7 that as the size of the sample n increases, the values of tp 

approach the theoretical values of up, which are valid for a model of lognormal distribution 
with the appropriate skewness and are given in Table 4.2. Therefore, the influence of the 

skewness again (as in the case of kp) does not disappear for n → ∞, but it is especially 
significant for small samples (it increases with decreasing sample size n).  

 

Example 4.3.  
A sample of the size n = 5 measurements of strength of concrete has the mean m = 

29,2 MPa and the standard deviation s = 4,6 MPa. We assume that the population is normal 

and that its standard deviation σ is unknown. The characteristic strength fck = xp, for p = 0,05 

is firstly assessed by the coverage method. If the confidence is γ = 0,75, then it follows from 
equation (4.8) and Table 4.4 that 
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 xp,cover = 29,2 – 2,46 × 4,6 = 17,9 MPa  

If the higher confidence γ = 0,95 is required, then 

 xp,cover = 29,2 – 4,20 × 4,6 = 9,9 MPa  

If the prediction method is used, then it follows from equation (4.11) and Table 4.4 that  

 xp,pred = 29,2 – 2,33 × 4,6 = 18,5 MPa  

The characteristic strength obtained by the prediction method is only a little greater 

than the value according to the coverage method with confidence γ = 0,75. However, if a 

higher confidence γ = 0,95 is required, then the prediction method leads to a value which is 
almost twice greater than the value obtained by the coverage method.  

If the sample comes from a population with lognormal distribution and a positive 

skewness ω = 1, then the coverage method with the confidence γ = 0,75 (Table 4.5) gives an 
estimator 

 xp,cover = 29,2 – 1,95 × 4,6 = 20,2 MPa  

which is a value by 13% greater than when the skewness is zero.  
Similarly it follows for the prediction method from equation (4.11) and Table 4.7 that  

 MPa4,206,41
5

1
74,12,29pred, =×+×−=px   

where the value tp = -1,74 is given in Table 4.7 for ω = 1,0 and ν = 5 - 1= 4. The resulting 
strength is in this case by 10% greater than the value, which corresponds to the normal 

distribution (ω = 0).  
 

4.5 Bayes' method of fractile estimation 
If previous experience is available for a random variable (e.g. in the case of a long 

term production) it is possible to use so-called Bayes` method, which generally follows the 
idea of updating of probabilities described in section 2.5. The Bayes‘ method of fractile 
estimation is described here without deriving any important relations. More detailed 
description is given in documents ISO [3, 4] and other specialised literature [12, 13].  

Assume that a sample of size n with an average m and standard deviation s is 

available. Note that degrees of freedom ν = n − 1. Besides an average m‘ and sample standard 
deviation s' assessed from an unknown sample (of an unknown size n‘ and degrees of freedom ν‘) are available from previous experience. It is, however, assumed that both the samples 

come from the same population having the mean μ and the standard deviation σ. If this 
important assumption is valid, then the two samples may be combined. This could be a simple 
task if the individual values of the previous set were known, but that is not the case. However, 
the Bayes` method must be used.  

Parameters of the combined sample are generally given by relations [3, 4] 

 n'' = n + n'   

 ν'' = ν + ν' –1 if n' ≥ 1, ν'' = ν + ν' if n' = 0  (4.12) 

 m'' = (mn + m'n') / n''   

 s'' 
2 = (ν s

2 + ν's' 
2 + nm

2 + n'm' 
2 – n''m'' 

2) / ν''   
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The unknown sample size n' may be assessed using the relations for coefficients of 

variation of the mean and standard deviation V(μ) and V(σ), (parameters μ and σ are 
considered as random variables in the Bayes‘ concept) for which it holds [3, 4]  

 n' = [s' / (m' V(μ))]2, ν' = 1 / (2 V(σ)2) (4.13) 

Both the unknown variables n' and ν' may be assessed independently (generally ν' ≠ n' 
- 1), depending on previous experience with the degree of uncertainty of estimator of the 

mean μ and standard deviation σ of the population.  
The next step of the procedure applies the prediction method of fractile estimation. 

The Bayes‘ estimator xp,Bayes of the fractile is given by relationship similar to equation (4.11) 

for prediction estimator, assuming that the standard deviation σ of the population is not 
known 

 '''''' sntmx pp
2/1)1/1( +′′+=Bayes,

 (4.14) 

where ),,( νω '''''' ptt pp =  is a fractile of the generalised Student‘s t-distribution having an 

appropriate skewness ω for ν'' degrees of freedom (that is generally different from the value 

n''− 1).  
If the Bayes‘ method is applied for an assessment of material strength, the advantage 

may be taken of the fact that the long-term variability is constant. Then the uncertainty of an 

assessment of σ and the value v(σ) are relatively small, variables ν' assessed according to 

equation (4.13) and ν'' assessed according to equation (4.12) are relatively high. This factor 

may lead to a favourable decrease of the value t
''
p  and to augmentation of the estimator of the 

lower fractile of xp according to equation (4.14). On the other hand, uncertainties in 

assessment of the mean μ and the variable v(μ) are usually great and previous information 
may not affect significantly the resulting values n'' and m''.  

If no previous information is available, then n' = ν' = 0 and the resulting characteristics 

m'', n'', s'', ν'' equal the sample characteristics m, n, s, ν. In this case the Bayes‘ method is 

reduced to the prediction method and equation (4.14) becomes equation (4.11); if σ is known 
equation (4.10) is used. This particular form of the Bayes‘ method, when no previous 
information is available, is considered in Eurocode EN 1990 [1] and international standards 
ISO [2, 3].  

 

Example 4.4.  
If previous experience was available for Example 4.3, the Bayes‘ method could be 

used. Suppose that the information is m‘ = 30,1 MPa, V(μ) = 0,50, s‘ = 4,4 MPa, V(σ) = 0,28. 
It follows from equation (4.13) that 

 6
28,02

1
,1

50,0

1

1,30

4,4
2

2

≈×=<⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛= '' νn   

Further on these values are thus considered: n' = 0 and ν' = 6. Because ν = n – 1 = 4, it 
follows from equation (4.12) 

 n'' = 5, ν'' = 10, m'' = 29,2 MPa, s'' = 4,5 MPa. 

From equation (4.14) the fractile estimate follows as 

 MPa3,205,41
5

1
81,12,29, =×+×−=Bayespx   
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where the value 1,81=t p
''  is given in Table 4.7 for ω = 0 and ν'' = 10. The resulting strength is 

thus greater (by 10%) than the value obtained by the prediction method.  

If the population has lognormal distribution with skewness ω = 1, then it follows from 

equation (4.14) considering the value 48,1=t p
''  given in Table 4.7 that 

 MPa9,215,41
5

1
48,12,29, =×+×−=Bayespx   

which is a value by 8% greater than the Bayes‘ estimator for ω = 0.  
 
Examples 4.3 and 4.4 clearly showed that the estimator of characteristic strength 

(fractile with probability p = 0,05) assessed from one sample may be expected within a broad 
range (in Examples 4.3 and 4.4 from 9,9 MPa to 21,9 MPa), depending on the applied 
method, required confidence, previous information and on assumptions concerning the 
population. Besides the alternatives considered in Examples 4.3 and 4.4, knowledge of the 

standard deviation σ of the population and assumption of the negative skewness (in the case 
of some materials of high strength) may be applied as well.  

Even more significant differences in the resulting values may occur when design 
values of strength are being estimated, i.e. when fractiles corresponding to a small probability 

(p ≅ 0,001) are considered. However, a direct estimation of such fractiles from a limited 
sample of the population is recommended only in such cases when a sufficient amount of 
information on the relevant random variable is available. In such cases, it is necessary to 
proceed carefully and, if possible, in co-operation with experts in the field of mathematical 
statistics. 

  

4.6 Estimation of fractiles according to Eurocodes 
Eurocode EN 1990 [1] gives in tables the coefficients for estimation of a fractile of a 

random variable with normal distribution (asymmetric distributions thus are not considered 
for the fractile estimation) from a sample for three probabilities p = 0,05 (for characteristic 
value xk), p = 0,001 (for design value xd of the dominant variable) and for p = 0,10 (for design 
value xd of the non-dominating variable). As already mentioned above, the characteristic 
values xk and design values xd are defined as fractiles xp, which correspond to a given 
probability p (application of these variables in structural design is explained in the following 
chapters).  

For characteristic values of material properties a fractile corresponding to probability p 
= 0,05 is usually considered (however, for variables which describe variable loads the 
probability p is usually less than that), i.e. it holds 

 P(X < xk) = 0,05 (4.15) 

For design values xd of dominating variables it holds approximately that p = 0,001 (or 
another value close to this one), i.e. it holds 

 P(X < xd) = 0,001  (4.16) 

Finally, for design values xd of non-dominant variables it holds approximately that p = 
0,1, i.e. it holds that  

 P(X < xd) = 0,1 (4.17) 

A more detailed description of the dominating and non-dominating variables is given 
in Handbook 1. 
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The following Tables 4.8 and 4.10, which give the required coefficients for estimation 
of variables xk and xd according to equations (4.15) to (4.17), are adopted from the document 
[1] in its original version, even though the first Table 4.8 partially overlaps with the precedent 
Tables 4.3 and 4.4. Tables 4.8 and 4.9 are taken from the final version of EN 1990 [1]. Let us 
remark that all the coefficients in [1] are denoted by the symbol kn, which is used also in the 
following tables.  

 
Table 4.8. Coefficients kn for a 5% characteristic value (see Tables 4.4 and 4.3). 

 Sample size n 
Coefficient 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

− up(1/n+1)1/2, σ known 2,31 2,01 1,89 1,83 1,80 1,77 1,74 1,72 1,68 1,67 1,64 

− tp(1/n+1)1/2, σ unknown - - 3,37 2,63 2,33 2,18 2,00 1,92 1,76 1,73 1,64 

 

Table 4.9. Coefficients kn for a design value xd of a dominating variable, P(X < xd) = 0,001.  

 Sample size n 
Coefficient 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

− up(1/n+1)1/2, σ known 4,36 3,77 3,56 3,44 3,37 3,33 3,27 3,23 3,16 3,13 3,09 

− tp(1/n+1)1/2, σ unknown - - - 11,4 7,85 6,36 5,07 4,51 3,64 3,44 3,09 

 

Table 4.10. Coefficients kn for a design value xd of a non-dominating variable, P(X < xd) = 0,1. 

 Sample size n 
Coefficient 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 ∞ 

− up(1/n+1)1/2, σ known 1,81 1,57 1,48 1,43 1,40 1,38 1,36 1,34 1,31 1,30 1,28 

− tp(1/n+1)1/2, σ unknown - 3,77 2,18 1,83 1,68 1,56 1,51 1,45 1,36 1,33 1,28 

 

The assumption concerning knowledge of the standard deviation σ is replaced 
(inaccurately) in the document by the assumption that the coefficient of variation V is known. 

The original version of Table 4.9 [1] gives for the sample size of ∞ a wrong value of 3,04 for 
the coefficients (correct is 3,09). Let us also note that when knowledge of the standard 

deviation σ is assumed, Tables 4.8 to 4.10 give values of coefficients already for the sample 
size n = 1. Application of these values is, however, associated with significant statistical 
uncertainties and therefore a minimum sample size n = 3 is recommended here. Note, that 
Table 4.10 (for 0,1 fractile) is included only in the prestandard ENV 1991-1 and not in the 
final document EN 1990 [1].  
 Statistical methods for determining the characteristic and design values of resistance 
variables are provided in Annex D “Design assisted by testing” of EN 1990 [1]. Relevant 
basic variables describing structural resistance are described by lognormal distribution. The 
whole procedure is described in detail in the Annex D. Attached MATHCAD sheet 
“Mod_est.mcd” can be used to evaluate experimental data using the whole procedure. It is 
provided with explanatory notes and needs no additional information.  

In order to simplify computational procedure the assessment coefficients given in 
Tables 4.8 and 4.9 are in the attached MATHCAD sheet “Mod_est.mcd” expressed using 
built-in distribution function of normal and Student t- distribution. In accordance with the 
principles of Annex D in [1] single variable and model representation of a resistance variable 
R are distinguished. The results shown in the attached sheet indicates that both approaches 
lead to similar results.  

 

 

 



Annex A - Basic statistical concepts and techniques 

A - 30 

REFERENCES 

 
[1]   EN 1990 Eurocode - Basis of structural design. CEN 2002. 
[2]   EN 1991-1-1 Eurocode 1 Actions on structures. Part 1-1 General actions. Densities, self-

weight, imposed loads for buildings, CEN 2002.  
[3]   ISO 2394 General principles on reliability for structures, ISO Geneve, Switzerland 1998. 
[4]  ISO 12491 Statistical methods for quality control of building materials and components. 

Geneve, Switzerland 1997. 
[5] ISO 13822. Basis for design of structures - Assessment of existing structures, ISO 2003. 
[6]   JCSS: Background documentation, Part 1 of EC 1 Basis of design, 1996.  
[7]   JCSS: Probabilistic model code. JCSS working materials, http://www.jcss.ethz.ch/, 2001. 
[8]   Gulvanessian, H. – Calgaro, J.-A. – Holický, M.: Designer's Guide to EN 1990, 

Eurocode: Basis of Structural Design. Thomas Telford, London, 2002, ISBN: 07277 3011 
8, 192 pp.  

[9]   VaP, Variable Processor, version 1.6. ETH Zurich, 1997.  
[10] COMREL, version 7.10, Reliability Consulting Programs, RCP MUNICH, 1999. 
[11] CodeCal, Excel sheet developed by JCSS, http://www.jcss.ethz.ch/, 2001. 
[12] J.R. Benjamin and C.A. Cornell, Probability concept and decision for civil engineers. 

McGraw Hill New York, 1970. 
[13] A.H.-S. Ang and W.H. Tang, Probabilistic concepts in engineering planning and design. 

John Wiley and Sons, New York, 1975. 
[14] CIRIA Report 63, Rationalization of safety and serviceability factors in structural codes. 

London,1975. 
[15] P.T. Christensen, M. Baker, Structural Reliability Theory and its Applications. Springer-

Verlag, Berlin 1982. 
[16] H.O. Madsen, S. Krenk and N.C. Lind, Methods of Structural Safety. Prentice-Hall, Inc., 

Englewood Cliffs, 1986. 
[17] R.E. Melchers, Structural Reliability. Analysis and Prediction. John Wiley & Sons, New 

York 1987.  
[18] M.E. Haar, Reliability Based Design in Civil Engineering. McGraw-Hill, 1987 
[19] M. Tichý, Applied methods of structural reliability. Kluwer academic publishers 1993. 
[20] O. Dietlevsen, H.O. Madsen, Structural Reliability Methods. John Wiley & Sons, New 

York 1996.  
[21] H. Gulvanessian, M. Holický, Designers' Handbook to Eurocode 1, Thomas Telford, 

London, 1996. 
[22] J. Schneider, Introduction to Safety and Reliability of Structures. IABSE, Zürich, 1997. 

 
 



Annex A - Basic statistical concepts and techniques 

A - 31 

Appendix 1 - Probabilistic models of basic variables 

Distribution, 
notation 

Probability density function Domain 
of X 

Parameters Mean μ 

Standard 

deviation σ 

Skewness ω 

Rectangular 
R(a,b) 

1/(b − a) a ≤ x ≤ b 
a 

b > a 
(a + b)/2 (b − a)/√12 0 

Normal 

N(μ,σ) ⎥⎥⎦
⎤

⎢⎢⎣
⎡ ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

σ
μ−−πσ

2

2

1
exp

2

1 x
 

−∞ ≤ x ≤ ∞ 

μ σ 

μ  σ 0 

Lognormal, 
general 

LN(μ,σ,ω) 

LN(μ,σ,x0) 
⎟⎟
⎟
⎠
⎞

⎜⎜
⎜
⎝
⎛ +⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−−+− ))1ln(2(

1||||
lnexp

2)1ln(||

1 2

2
2

0

2

0

c
ccxx

cxx σπ
x0 ≤ x < ∞ 

pro ω > 0, −∞ <x≤x0 

pro ω < 0 

x0 = μ − cσ σ 
c 

x0 + cσ σ 3c+c
3 

Lognormal, 
zero origin 

LN(μ,σ) ⎟⎟
⎟
⎠
⎞

⎜⎜
⎜
⎝
⎛ +⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−+ ))1ln(2(

1
lnexp

2)1ln(

1 2

2
2

2
V

Vx

Vx μπ  

0 ≤ x < ∞ μ 

V =σ /μ 

μ V μ 3V+V
3 

Gamma 

Gam(μ,σ) 
λk 

x
k-1 exp(-λx) / Γ(k) 

0 ≤ x < ∞ λ = μ /σ2 

k = (μ /σ)2 

k/λ √k/λ 2 /√k 

Beta, 
general 

Beta(μ,σ,ω,b) 

Beta(μ,σ,a,b) 

1

11

))(,(

)()(
−+
−−

−
−−

dc

dc

abdcB

xbax
 

a ≤ x ≤ b a 

b >a 

c ≥1 

d ≥1 dc

cab

a

+
−+
+

 )  ( dgcg

ab

+
−  )  (

, 

cd

dc
g

1++=  

2

)  (2

++
−

dc

cdg
, 

cd

dc
g

1++=
 

Beta, 
zero origin 

Beta(μ,σ,ω) 

Beta(μ,σ,b) 

1

11

),(

)()(
−+

−− −
dc

dc

bdcB

xbx
 

0 ≤ x ≤ b 
b >0 

c ≥1 

d ≥1 
dc

cb

+
 

 
dgcg

b

+
 

, 

cd

dc
g

1++=  

2

)  (2

++
−

dc

cdg
, 

cd

dc
g

1++=
 

Gumbel 

Gum(μ,σ) c exp(−c(x−xmod) − exp(− c(x − xmod))) 
−∞ ≤ x < ∞ 

xmod = μ − 

0,577√6σ /π
c = π /(√6σ)

xmod + 
0,577/c 

π /(√6c) 1,14 
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Appendix 2 - Statistical parameters of functions of random variables 

 

Function Z The mean μZ Standard deviation σZ Skewness ωZ 

aX+b aμX + b Xa σ||   ωX  pro ω > 0, - ωX   pro ω < 0 

X
2 *) 22

XX σμ +  ( ) 2/122 XXXXX ωσμμσ +  ( )
3

33 38

Z

XXXX V

σ
ωσμ +

 

X

1
 *) 

X

XXX VV

μ
α321 −+

 
( )

X

XXX VV

μ
ω 2/132 2−

 33

346

ZX

XXX VV

σμ
ω−

 

aX + bY + c aμX + bμY + c ( ) 2/12222

YX ba σσ +  

3

3333

Z

YYXX ba

σ
ωσωσ +

 

X + Y μX + μY ( ) 2/122

YX σσ +  

3

33

Z

YYXX σ
ωσωσ +

 

X – Y μX − μY ( ) 2/122

YX σσ +  

3

33

Z

YYXX σ
ωσωσ −

 

X Y      *) μX μY μX μY ( ) 2/12222

YXYX VVVV ++  ( )
3

223333 6

Z

YXYYXXYX VVVV

σ
ωωμμ ++

 

Y

X
 *) ( )

Y

YYYX VV

μ
ωμ 321 −+

 
( )

Y

YYYXX VVV

μ
ωμ 2/1322 2−+

 
( )

33

224333 66

ZY

YXYYYXXX VVVVV

σμ
ωωμ ++−

 

*) Expressions for parameters of marked functions are approximations only.  
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Appendix 3 - Fractile of a random variable xp, pxxXP pp ==≤ )(Φ)(  

Estimate using coverage 
method 

Estimate using prediction method Distribution, 
notation 

Domain of  
X 

Fractile xp of the theoretical model 
xp =  σ known σ unknown σ known σ unknown 

Rectangular 
R(a,b) 

a ≤ x ≤ b a + p (b − a) - - - - 

Normal 

N(μ,σ) 
−∞ ≤ x ≤ ∞ μ + up σ = μ (1+ up V) 

up from Table 4.1 
m − κp σ κp from 
Table 4.3 

m − kp s  

kp from 
Table 4.4  

m+up(1/n+1)1/2
 σ 

up from Table 4.1 

m+tp(1/n+1)1/2
 s 

tp(1/n+1)1/2 from 
Table 4.4  

Lognormal, 
general 

LN(μ,σ,ω) 

LN(μ,σ,x0) 

x0 ≤ x < ∞ 

pro ω > 0, −∞ < x ≤x0 

pro ω < 0 

( )
( ))1ln()(signexp

1

)1ln()(signexp
1

1
1

2

2

0
0

2

2

cu
c

x
x

cu
cc

p

p

++
++=

=⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝

⎛ ++−−
αμ

ασμ

up for normal distribution or 

μ + up σ = μ (1+ up V) 

up for lognormal distribution from Table 4.2 

m − κp σ 

κp not given 

m − kp s  

kp from 4.5 
and 4.6 

m+up(1/n+1)1/2
 σ 

up from Table  4.2 

m+tp(1/n+1)1/2
 s 

tp from Table 4.7 

Lognormal, 
zero origin 

LN(μ,σ) 

0 ≤ x < ∞ ( )≅++ )1ln(exp
1

2

2
Vu

V
p

μ
 

( )Vu p ×≅ expμ  for V < 0,2 

up for normal distribution or 

μ + up σ = μ (1+ up V) 

and up for lognormal distribution from Table 4.2 

m − κp σ 

κp not given 

m − kp s  

kp from 
Table 4.5 
and 4.6 

m+up(1/n+1)1/2
 σ 

up from Table 4.2 

m+tp(1/n+1)1/2
 s 

tp from Table 4.7 

Gumbel 

Gum(μ,σ) 
−∞ ≤ x < ∞ 

σμ )))ln(ln(78,045,0(

))ln(ln(
1

mod

p

p
c

x

−+−≅
≅−−

 

Fractile can be estimated using the parameter lognormal distribution 
as an approximation 



Annex A - Basic statistical concepts and techniques 

A - 34 

 

ATTACHEMENTS 
 

1. MATHCAD sheet “DistFract.mcd” Fractiles of basic types of distributions. 
MATHCAD sheet “DistFract.mcd” is intended for determination of fractiles of selected 

theoretical models.  
 

2. MATHCAD sheet “SampFract.mcd” Estimation of sample fractile. 
MATHCAD sheet “SampFract.mcd” is intended for determination of fractiles using 

limited samples.  
 

3. MATHCAD sheet “Mod_est.mcd” Estimation of models. 
MATHCAD sheet “Mod_est.mcd” is intended for determination of fractiles using limited 

samples taking into account model uncertainties.  
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Attachment 1 - MATHCAD sheet “DistFract.mcd” 

 

 

 

 

 

 

ξn p( ) 1 u p( ) V⋅+:=
3 Fractiles of the two parameter lognormal distribution ξ ln(p) = XP /μX

ξln p( )
exp u p( ) ln 1 V

2+( )⋅⎛⎝ ⎞⎠
1 V

2+
:= Correct formula for any V

ξlna p( ) exp u p( ) V⋅( ):= Common approximation for V < 0,2

4 Fractiles of a general three parameter lognormal distribution

Skewness a as a range variable a 1− 0.5−, 1..:=
Parameter C of three

parameter lognormal

distribution of g: C a( )
a

2
4+ a+⎛⎝ ⎞⎠

1

3

a
2

4+ a−⎛⎝ ⎞⎠
1

3

−

2

1

3

:=

Parameters of transformed variable: mg a( ) ln C a( )( )− ln σ( )+ 0.5( ) ln 1 C a( )
2+( )⋅−:=

sg a( ) ln 1 C a( )
2+( ):= x0 a( ) μ 1

C a( )
σ−:= Check: x0 1( ) 0.69=

ξlng p a,( ) 1
V

C a( )
1

exp sign a( ) u p( ) ln 1 C a( )
2+( )⋅⎛⎝ ⎞⎠

1 C a( )
2+

−
⎛⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎠
⋅−:=

MATHCAD sheet "DistFract"
Fractiles of basic types of distributions

Definition of the fractile XP : P = Prob (X<XP), relative value ξ P = XP /μX

1 Input data for a random variable X

Basic characteristics : μ 1:= V 0.10:= σ V μ⋅:=
An example of the design value for a resistance variable:

α 0.8:= β 3.8:= P pnorm α− β⋅ 0, 1,( ):= check: P 1.183 10
3−×=

Range for the probability P considered below: p 0.001 0.005, 0.999..:=
Standardised normal fractile given by inverse distribution function: u p( ) qnorm p 0, 1,( ):=

2 Fractiles of the normal distribution ξ n(p) = XP /μX
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0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
1

1.2

1.4

1.6

1.8

ξn p( )

ξln p( )

ξlng p 1,( )

ξlng p 1−,( )

ξgam p( )

ξgum p( )

p

Upper fractilesNotes. 1) It follows from Figure 

that the skewness of the 

distribution may have significant 

effect on assessment of the 

design value (0,001 fractile).

2) Approximate formula 

for two parameter lognormal 

distribution yields sufficiently 

accurate results for the 

coefficient of variation V < 0,2.

3) Gamma and Gumbel 

distribution can be well 

approximated by three 

parameter lognormal 

distribution having skewness 

equal to α = 2*V and α = 1,14 

respectively. 

ξgum 0.001( ) 0.804=
ξgam 0.001( ) 0.719=
ξlng 0.001 0.4,( ) 0.743=
ξlng 0.001 1−,( ) 0.53=
ξlng 0.001 1,( ) 0.801=
ξlna 0.001( ) 0.734=
ξln 0.001( ) 0.731=
ξn 0.001( ) 0.691=
Check: 

1 .10
3

0.01 0.1
0.5

0.6

0.7

0.8

0.9ξn p( )

ξln p( )

ξlng p 1,( )

ξlng p 1−,( )

ξgam p( )

ξgum p( )

p

V 0.1=The coefficient of variation:

Lower fractiles7 Relative values of fractiles ξ P = xP/μX  versus  probability P

ξgum p( ) 1 V 0.45 0.78ln ln p( )−( )+( )⋅−:=Explicit formula:

6 Fractiles of the Gumbel distribution

ξgam p( )
qgamma p k,( )

λ:=No explicit formula is available

Transformed variable u = λ x, shape factor s = k

Parameters of gamma distribution: λ μ
σ2

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠:=k

μ
σ

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

2

:=
5 Fractiles of the gamma distribution
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Attachment 2 - MATHCAD sheet “SampFract.mcd” 

 

 

 

 

 

αδ 0.707:=
ξksmod n V,( ) exp 1.65αrt

2
ks n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V

⎡⎣ ⎤⎦:=
ξdsmod n V,( ) exp 3.09αrt

2
ds n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V

⎡⎣ ⎤⎦:=
Model, V unknown: xk=ξkσ*μx, xd=ξdσ∗μx

ξkσmod n V,( ) exp 1.65αrt
2

kσ n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V
⎡⎣ ⎤⎦:=

ξdσmod n V,( ) exp 3.09αrt
2

dσ n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V
⎡⎣ ⎤⎦:=

3. Partial factor γM Check values:

Single variable, V unknown γMs n V,( )
ξks n V,( )

ξds n V,( )
:= γMs 100 0.162,( ) 1.278=

Single variable, V known γMσ n V,( )
ξkσ n V,( )

ξdσ n V,( )
:= γMσ 100 0.162,( ) 1.263=

Model, V unknown γMsmod n V,( )
ξksmod n V,( )

ξdsmod n V,( )
:= γMsmod 100 0.162,( ) 1.271=

Model, V known γMσmod n V,( )
ξkσmod n V,( )

ξdσmod n V,( )
:= γMσmod 100 0.162,( ) 1.264=

MATHCAD sheet "SampFract" for estimation of sample fractile

MATHCAD sheet for determination of the characteristic and design values and material 

partial factor γM using test data in accordance to EN 1990, Annex D.

1. Analytic expressions for coefficients of fractile estimation given in EN 1990, Annex D 

5% fractile V unknown ks n( ) qt 0.95 n 1−,( ) 1
1

n
+:=

5% fractile V known kσ n( ) qnorm 0.95 0, 1,( ) 1
1

n
+⋅:=

0,1 % fractile V unknown ds n( ) qt 0.999 n 1−,( ) 1
1

n
+:=

dσ n( ) qnorm 0.999 0, 1,( ) 1
1

n
+:=0,1 % fractile V known 

2. Characteristic and design values (relative values related to the mean)

Single variable, V unknown: xk=ξks*μx, xd=ξds∗μx

ξks n V,( )
exp ks n( )−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξds n V,( )

exp ds n( )−( ) ln 1 V
2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦

1 V
2+

:=
Single variable, V known: xk=ξkσ*μx, xd=ξdσ*μx

ξkσ n V,( )
exp kσ n( )−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξdσ n V,( )

exp dσ n( )−( ) ln 1 V
2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦

1 V
2+

:=

Model, V unknown: xk=ξks*μx,xd=ξds∗μx, weighting factors: αrt 0.707:=
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4. Graphs for characteristic and design values V 0.01 0.02, .4..:=

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ξks 10 V,( )

ξds 10 V,( )

ξksmod 10 V,( )

ξdsmod 10 V,( )

V
Figure 1. Characteristic and design values versus coefficient of variation V for n = 100 

and weighting factors αrt= 0,301, αδ= 0,955

0 0.1 0.2 0.3 0.4
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

γMs 10 V,( )

γMσ 10 V,( )

γMsmod 10 V,( )

γMσmod 10 V,( )

V

5. Graphs for γM factors

Figure 2. Partial factor γ M versus coefficient of variation V for n=100 and weighting factors 

αrt= 0,301, αδ= 0,955 
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Attachment 3 - MATHCAD sheet “Mod_est.mcd” 

 

 

Δ ln δ( )→⎯⎯:=

Figure 1. Experimental data and 

the line re = b rt.

Characteristics of Δ: mΔ mean Δ( ):= sΔ2
nr var Δ( )⋅

nr 1−:=
Check values:

Coeff. of variation of error terms Vδ Vδ exp sΔ2( ) 1−:= Vδ 0.107=
Coefficient of variation of the model variables X1, X2, ...: 

For example: VX1 0.08:= VX2 0.05:=
Model coeff. of variation: Vrt VX1

2
VX2

2+:= Vrt 0.094=
The total coefficient of variation Vr Vδ2

Vrt
2+:= Vr 0.143=

Standard deviations

Qrt ln Vrt
2

1+( ):= Qδ ln Vδ2
1+( ):= Q ln Vr

2
1+( ):= Q 0.142=

Weighting factors: αrt
Qrt

Q
:= αδ Qδ

Q
:= αrt 0.663= αδ 0.752=

MATHCAD sheet "Mod_est" Estimation of Models, characteristic, 

design and γM values determined from test  data

MATHCAD sheet for estimation of models, the characteristic and design 

values of resistance variable R and material partial factor  γM  using test data 

(file "rdata.prn") in accordance to EN 1990, Annex D.

1. Experimental data Test data to run the sheet without data 

recorded in the file "rdata.prn":
rt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10( )

T:=
re 1 3 4 4 5 5 6 8 10 9( )

T:=
Reading experimental data from the file "rdata.prn" located in the same directory

DATA READPRN "rdata.prn"( ):= Check values:

rt DATA
0〈 〉:= re DATA

1〈 〉:= nr length rt( ):= nr 21=
The means of rt and re mre mean re( ):= mrt mean rt( ):= mre 0.719= mrt 0.705=
The least square fit for y=a+bx b slope rt re,( ):= a intercept rt re,( ):= b 0.975= a 0.032=
The least square fit for y=bx, a = 0 b

re rt⋅
rt rt⋅:= b 1.014=

0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

1.5

re

b rt⋅

rt

2. Check of experimental 

data taken from the file 

"rdata.prn"

and check of the least 

square fit - slope b

The error terms δi

δ re

b rt⋅
⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠

→⎯⎯
:=
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Check values:

ξksmod n V,( ) exp 1.65αrt
2

ks n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V⎡⎣ ⎤⎦:= ξksmod nr Vr,( ) 0.774=
ξdsmod n V,( ) exp 3.09αrt

2
ds n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V⎡⎣ ⎤⎦:= ξdsmod nr Vr,( ) 0.608=

Model, V known: rk=ξkσ*mx, rd=ξdσ∗mr, (for V < 0,4 approximately Q =~ V):

ξkσmod n V,( ) exp 1.65αrt
2

kσ n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V⎡⎣ ⎤⎦:= ξkσmod 10 0.2,( ) 0.696=
ξdσmod n V,( ) exp 3.09αrt

2
dσ n( ) αδ2⋅+ 0.5 V⋅+( )− V⎡⎣ ⎤⎦:= ξdσmod 10 0.2,( ) 0.516=

5. Estimates of the partial factors γM Check values:

Single variable, V unknown γMs n V,( )
ξks n V,( )

ξds n V,( )
:= γMs 10 0.1,( ) 1.294=

Single variable, V known γMσ n V,( )
ξkσ n V,( )

ξdσ n V,( )
:= γMσ 10 0.1,( ) 1.165=

Model, V unknown γMsmod n V,( )
ξksmod n V,( )

ξdsmod n V,( )
:= γMsmod nr Vr,( ) 1.273=

Model, V known γMσmod n V,( )
ξkσmod n V,( )

ξdσmod n V,( )
:= γMσmod nr Vr,( ) 1.234=

3. Coefficients of fractile estimation given in EN 1990, Annex D n 3 3.5, 30..:=
5% fractile V unknown ks n( ) qt 0.95 n 1−,( ) 1

1

n
+:= Check values:

ks 10( ) 1.923=
5% fractile V known, appr. kσ n( ) qnorm 0.95 0, 1,( ) 1

1

n 2−+⋅:=
kσ 10( ) 1.745=

0,1 % fractile V unknown ds n( ) qt 0.999 n 1−,( ) 1
1

n
+:=

ds 10( ) 4.507=
0,1 % fractile V known, appr. dσ n( ) qnorm 0.999 0, 1,( ) 1

1

n 2−+:= dσ 10( ) 3.278=
4. Characteristic and design values (relative values related to the mean V 0.0 0.001, .4..:=

Note that the range variable V is generally used for the coefficient of variation of a single variable 

V and for a model investigation Vr, these may be  different, for example V = 0,12 and Vr = 0,142. 

Single variable, V unknown: rk=ξks*mr, rd=ξds∗mr

ξks n V,( )
exp ks n( )−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξds n V,( )

exp ds n( )−( ) ln 1 V
2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦

1 V
2+

:=

Single variable, V known: rk=ξkσ*mr, rd=ξdσ*mr

ξkσ n V,( )
exp kσ n( )−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξdσ n V,( )

exp dσ n( )−( ) ln 1 V
2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦

1 V
2+

:=

Model, V unknown: rk=ξks*rx, xd=ξds∗mr, weighting factors αrt and αδ taken from the 

above experimental data re and rt (for V < 0,4 approximately Q =~ V):
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6. The relative characteristic and design values, the model values estimated using 

weighting factors determined above from experimental data given in the file "rdata.prn"

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ξks 10 V,( )

ξds 10 V,( )

ξkσ 10 V,( )

ξdσ 10 V,( )

ξksmod 10 V,( )

ξdsmod 10 V,( )

ξkσmod 10 V,( )

ξdσmod 10 V,( )

V

Figure 2. Variation of the characteristic and design values with coefficient of variation V for n = 10.

The char. value of X: rks n V,( ) b mrt⋅ ξks n V,( )⋅:= Example rks 21 0.12,( ) 0.575=
The model char. value of X: rksmod n V,( ) b mrt⋅ ξksmod n V,( )⋅:= From data: rksmod nr Vr,( ) 0.553=

7. Partial factor γM, the model values estimated  using weighting factors determined 

above from experimental data given in the file "rdata.prn"

0 0.1 0.2 0.3 0.4
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

γMs 10 V,( )

γM σ 10 V,( )

γMsmod 10 V,( )

γM σmod 10 V,( )

V
Figure 3. Variation of the partial factor γM versus coefficient of variation V for n=10. 
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8. Variation of ξks and γMs with n and V for the model values estimated  using weighting 

factors determined above from experimental data given in the file "rdata.prn".

ξks

ξks 3 0.0,( ) 1=

Figure 4. Variation of the characteristic values ξks with n and V 

. 

γMs

γMs 20 0.1,( ) 1.208=

Figure 5. Variation of the partial factor γ M with n and V . 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ КОНСТРУКТИВНОЙ НА-
ДЕЖНОСТИ II 
Милан Холики 1 и Тон Враувенвельдер 2 и Анхель Артега 3 

1 Институт Клокнера, Чешский технический университет, Прага, Чехия 
2 Делфтский технический университет, Организация прикладных научных исследований в сфере строи-

тельства, Нидерланды 
3 Научно-исследовательский институт строительства «Эдуардо Торроха» («CSIC»), Мадрид, Испания  

Краткая информация 

При помощи основных принципов теории надежности, описанных в главе II, разработаны элементарные 
методы оценки конструктивной надежности I, практические процедуры оценки частных коэффициентов ос-
новных переменных, которые используются для определения общей постоянной и переменной нагрузки. Для 
иллюстрации описанных методов вычисления приведен ряд численных примеров с использованием таблиц 
Excel, MATHCAD и MATHEMATICA.  

 
1. Введение  

1.1 Справочные материалы  

Основные понятия и методы оценки конструктивной надежности достаточно полно описаны в нескольких 
национальных стандартах, в новом Европейском документе EN 1990 [1] и Международном стандарте ISO 2394 
[2]. Дополнительная информация представлена в справочном издании, выпущенном «Объединенным комите-
том надежности конструкций» (JCSS) [3] и недавно опубликованном Руководстве по использованию стандарта 
EN 1990 [4]. Рекомендации по применению вероятностных методов оценки конструктивной надежности можно 
найти в рабочих материалах, предоставленных «Объединенным комитетом надежности конструкций» (JCSS) 
[5] и в соответствующих изданиях, перечисленных в списке литературы (см. [4] и [5]). Рекомендации по 
строительным системам сооружений и надежности, зависящей от времени, представлены в изданиях [6] и [7]. 

1.2 Основные принципы  

В теории конструктивной надежности все основные переменные рассматриваются как случайные величи-
ны, имеющие соответствующий тип распределения вероятности. Для рассмотрения воздействий, свойств ма-
териалов и геометрических параметров следует использовать различные типы распределения. Кроме того, 
следует учитывать неопределенности моделей, связанные с воздействиями, а также модели несущей способ-
ности. Описание ранее разработанных моделей основных переменных и методов вероятностной оценки пред-
ставлено в документах «Объединенного комитета надежности конструкций» (JCSS) [5]. 

Настоящее приложение является прямым дополнением к Главе II «Элементарные методы конструктивной 
надежности», являющейся частью основного текста, и на которую часто ссылаются авторы.  

 
2. Расчетная точка  

Теоретические принципы могут использоваться для оценки важнейших параметров надежности (частных 
коэффициентов, коэффициентов ослабления, комбинационных правил, и т.д.), которые применяются в рабо-
чих стандартах, в том числе и Еврокодах, и основываются на методе частных коэффициентов. Для того чтобы 
объяснить, каким образом теоретические выводы трансформируются в проектные рекомендации по аналогии 
с представленным в Приложении C стандарта EN 1990 [1] используется графическое описание случайных пе-
ременных E и R, а также соответствующая функция предельного состояния (2) R - E = 0 из главы II.  

На рис. 1 (см. [1]) показаны случайные переменные E и R в двумерной диаграмме, где горизонтальная ось 
представляет собой дробь RR / , а вертикальная ось − дробь EE / . Предполагается, что величины E и R 

являются независимыми переменными, имеющими нормальное распределение. Как указано в примерах 5 и 6 
главы II, такое предположение, возможно, не является абсолютно справедливым, и должно рассматриваться 
только в качестве приближения. Однако, как правило, любое распределение может быть преобразовано в 
нормальное (по меньшей мере, в некоторой области значений), и, поэтому, случайные переменные E и R, по-
казанные на рис. 1., могут рассматриваться как преобразованные переменные, изначально имеющие другой 
тип распределения.  

На рис. 1 также показана функция предельного состояния (граница разрушения) R - E = 0, которая соот-
ветствует выражению (2) из главы II, измененному в соответствии с системой координат, используемой на 
рис. 1. Обратите внимание на то, что граница разрушения будет расположена по диагонали к главным осям 
координат, если стандартные отклонения переменных R и E имеют одно и то же значение, т E.е. R   . 

Область безопасных значений переменных R и E (желаемая), удовлетворяющая требованию (1) из главы II, 
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находится ниже границы разрушения, а область значений, соответствующих разрушению (нежелательная), 
находится выше границы R-E = 0.

 
Функция предельного состояния 

Расчетная точка 

Рис. 1. Расчетная точка R 

При определении степени конструктивной надежности любую точку на границе разрушения R - E = 0 мож-
но рассматривать в качестве критической (расчетной) точки (что становится очевидным при изучении разви-
тия методов расчета конструкции с течением времени, описанных в предыдущей главе настоящего Руково-
дства 2). Однако, было установлено (см., например, [5]), что лучшим из возможных вариантов (обеспечиваю-
щим достоверность и инвариантность решения различных форм функции предельных состояний и различных 
основных переменных) является точка  dd ER , , наиболее приближенная к среднему значению  RE  ,

dE
, 

указанному на рис. 1. Исходя из этого, из рис. 1 следует, что координаты расчетных точек  могут 

быть записаны в следующем виде:  

 dR ,

RRRdR   (1) 

EEEdE   (2) 

Величины E  и R обозначают в этом случае так называемые коэффициенты чувствительности перемен-

ных E и R. Знаки «минус» в уравнениях (1) и (2) являются условно принятыми обозначениями в документах 
CEN [1] и ISO [2].  

Из рис. 1 следует, что уравнения для коэффициентов чувствительности E  и R (направляющий косинус 

границы разрушения) могут быть записаны следующим образом:  

22/ REEE   (3) 

22/ RERR   (4) 

В Еврокодах приближенная оценка этих коэффициентов чувствительности как постоянных величин далее 
принимается в следующем виде:  

8,0/ 22  RERR   (5) 

7,0/ 22  REEE  (6) 

Правильность такой приближенной оценки ограничивается условием, при котором отношение стандартных 
отклонений находится в интервале следующих значений:  

6,7/16,0  RE  (7) 

Если данное условие не выполняется, то коэффициент чувствительности 0,1 рекомендуется исполь-

зовать для переменной, имеющей большее стандартное отклонение. Следует отметить, что это упрощение 
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делается для перестраховки, поскольку сумма квадратов направляющих косинусов должна равняться едини-
це.  

Таким образом, расчетные значения и переменных dE dR E  и R определяются как квантили нормального 
распределения:  

      7,0 UEUdEEP (8) 

      8,0 URUdRRP (9) 

где обозначает стандартное нормальное распределение. Если )(uU 8,3 , то расчетные значения 

и являются квантилями приблизительно соответствующими вероятностям, равным 0,999 и 0,001. Сле-

дует обратить внимание на то, что в уравнении (9) использовано свойство симметричности нормального рас-
пределения, т.е. соотношение 

de dr

   .1  EuEU   

В случаях, когда модель нагрузки или несущей способности включает в себя несколько основных перемен-
ных (другие нагрузки, большее количество материалов, геометрические параметры), уравнения (8) и (9) со-
держат только ведущие переменные (наиболее важные для рассматриваемого условия надежности). Для дру-
гих (сопутствующих) переменных требования относительно расчетных величин снижаются, и модель включа-
ет в себя следующее: 

      28,04,0  UEUdEEP (10) 

      32,04,0  URUdRRP (11) 

При 8,3 , расчетные значения сопутствующих (не ведущих) переменных являются квантилями, при-

близительно соответствующими вероятностям, равным 0,9 и 0,1. 

Расчетные значения соответствуют верхнему (для воздействий) или нижнему значениям квантили (для не-
сущей способности), которые относятся к определенным уровням вероятности − повышенному (воздействия) 
или не достигнутому (несущая способность). Для ведущих переменных вероятности выражены в виде функ-
ции распределения стандартного нормального распределения для значений Eu  и R , в случае 

вспомогательных переменных для приведенных значений Eu 4,0 и R4,0 . Эти вероятности (для 

нижнего значения квантили приблизительно 0,001 для ведущей и 0,1 для сопутствующей переменных) затем 
служат для определения расчетных значений даже для тех переменных, которые не имеют нормального рас-
пределения. Следует отметить, что в соответствии с общими правилами, когда вероятность соответствует 
верхнему значению квантили (воздействий) необходимо рассмотрение дополнительных вероятностей (значе-
ние которых приближено к единице).  

Пример 1.  

Расчетные значения и переменных dE dR dR E  и R из примера 4 оцениваются, исходя из предположе-

ния о том, что индекс надежности 8,3 , 7,0E , и 8,0R . Согласно уравнению (8), к величине 

E относится следующее:  

      0039,066,2  UEUdeEP   

Дополнительная вероятность, поэтому, равна 0,9961, и из уравнения мы получаем следующее:  

        75,88109961,0lnln78,045,050lnln78,045,0   ped  

Необходимо отметить, что если предполагается нормальное распределение, тогда:  

6,761066,250   pd ue  

Согласно уравнению (9), к величине R относится следующее:  

      0012,004,3  URUdRRP   

Для логарифмически нормального распределения со средним значением 100 (единиц) и стандартным от-
клонением 10 (единиц):  

79,73)10,004,3exp(100)exp( ,  VuR pnormd   
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Для нормального распределения мы получаем:  

6,691004,350   pp uR  

Очевидно, что в области значений координаты проектной точки , и растяжка не удовлетворяет ус-

ловию (1) из главы II (из примера 4, представленного в главе II, известно, что 

dd re 
 равно лишь 3,09). Чтобы это 

условие было выполнено, индекс надежности, равный 3,8, а также параметры переменных E  и R должны 
быть изменены.  

Прилагаемые таблицы MATHCAD StRod.mcd, DesVRod.mcd могут быть использованы для выполнения всех 
численных расчетов. 

 
3. Частные коэффициенты 

3.1 Свойства материалов  

Понятия надежности, описание которых представлено выше, могут быть использованы для оценки частных 
коэффициентов. В прилагаемом программном пакете MATHCAD GammaRGQ.mcd содержится описание всех 
методов вычислений, представленных ниже, которые могут использоваться для выполнения дополнительных 
числовых расчетов.  

Согласно стандарту EN 1990 [1] или ISO 2394 [2] частный коэффициент R  несущей способности мате-

риалов R  определяется как отношение его характеристического значения к расчетному значению , 

которое может быть описано при помощи следующего уравнения:  
kR dR

dkR RR / (12) 

В дальнейшем характеристическое значение переменной несущей способности kR R принимается равным 

ее значению при 5% квантили [1], [2] и [5]. 

Если переменная несущей способности R (прочность) имеет нормальное распределение, то характеристи-

ческое значение может быть задано следующим образом:  kR

 RRRRk VR  645,11645,1   (13) 

Расчетное значение параметра dR R может быть определено при помощи выведенного уравнения (22), 

представленного выше (см. также документы [1] and [2]):  

 RRRRRRRd VR   8,018,0  (14) 

В уравнениях (13) и (14) R обозначает среднее значение, а R − стандартное отклонение, − коэффи-

циент вариации, и 

RV

8,0R − коэффициент чувствительности переменной    .R

 Принимая во внимание уравнения (13) и (14), из уравнения (12) следует, что частный коэффициент 

R для величины R , имеющей нормальное распределение, может быть вычислен следующим образом:  

   RRR VV   8,01/645,11 (15) 

При логарифмически нормальном распределении величины R его характеристическое значение может 

быть определено с использованием приближенного уравнения (см. [1], [2]): 
kR

 RRk VR  645,1exp (16) 

Аналогичным образом расчетное значение может быть приближенно выражено следующим уравнени-

ем (см.[1], [2]):  
dR

 RRRd VR   exp (17) 

Принимая во внимание уравнения (16) и (17), из уравнения (12) следует, что частный коэффициент 

R для логарифмически нормального распределения может быть вычислен следующим образом: 
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   RRRR VV   exp/645,11exp (18) 

Н рис. 2 и 3 показано изменение частного коэффицие а Rа нт  свойств материала R с индексом надежно-

сти  для выбранных значений коэффициента вариации , едставленного для н рмального распределе-

ния уравнении (15) (рис. 2), и логарифмически нормальног распределения − в урав и (18) (рис. 3).  

 RV
о 

пр о

нени в 

 

 коэффициента Рис.2. Изменение R для выбранных коэффициентов вариации RV =0,05; 0,10; 

0,15 и 0,20, и для рмального распределения параметра но R . 

Как правило, частный коэффициент R увеличивается с ростом индекса надежности  . При нормальном 

пределении увеличение Rрас  является более значительным (рис. 2), чем при логарифмически нормальном 

распределении (рис. 3). Влияние типа распределения особенно значимо для коэффициентов вариации 

RV превышающих 0,10.  ожид метного влияния типа распределения на теоретическое значение 

 коэффициентов  и для  основных переменных, в особенности, от ихся к воздейст-
виям.  

Следует

также

ать за

другихчастных носящ

 

для выбранных коэффициентов вариации =0,05; 0,10; 

 нормального распределения величин

 RV
ы 

Рис. 3. Изменение коэффициента R
R . 0,15 и 0,20, и для логарифмически

3.2 Постоянная нагрузка  

Рассмотрим собственный весG , имеющий нормальное распределение. Аналогично случаю  свойствами со

материала, когда базовый перио временид  T используется вместо расчетного срока эксплуатации при про-
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верке н ежности конструкции, расчетное значение G должн определятьс для параметра ад о я T , а не пара-

метра  Предполагается, чтdT .

 G

о характеристическое ение еличины определяется среднее зна-

чение

знач  kG в  G как 

 (см. [1], [2] и [5]): 

GkG 

счетное

(19) 

Ра  значение задается уравнением (23) главы см. также кументы [1], [2]):   dG из  II ( до

 GGGGGGGd VG      17,0 7,0 (20) 

В уравнении (20) G обозначает среднее значение, а G − стандартное отклонени GV − коэффициент 

вариации, и 7,0G

е, 

 − коэффициент чувствит ный иент Gельности . Част коэффиц  G величины зада-

ется см. [1], [2]):  

 G
следующим образом (

kdG GG / (21) 

Пр  во внимание у ния (19) и (20), из ения следует :  инимая равне уравн  (21) , что

 VGG    7,01 (22) 

иеНа рис. 4 показано изменен  частного коэффициента G с индексом надежности  для выбранных значе-

ний эффициента вариации GV = 0,05; 0,10; 0,15 и 0,20. Следует обратить внимание на то, что значе-

ние G

ко

 =1,35 (рекомендованное в стандарте EN 1990, см. [1]) приблизительно соответствует индексу надеж-

ности  =3,8, если коэффициент вариации составляет около 0,1 (рекомендованное в 

  

стандарте EN 1990 (см. 

[1]) ие было позднее  на 5 % для ределенности ).значен увеличено учета неоп модели

 

Рис. 4. И менение Gз  с индексом надежности  для выбранных значений коэффициент ваа -

ж

риации GV = 0,05; 0,10; 0,15 и 0,20, а также для нормального распределения величины G . 

При рассмотрении рис. 2,3 и 4 можно сделать вывод, что, как правило, следует о идать менее значимого 
изменения с участием  - величи для  G , н  частного собственной массыкоэффициента  чем частного ко-

эф

для 

Rфициента свойств материалов .  

3.3 Переменная нагрузка  

Для определения частных коэффициентов Q для переменных нагрузок Q может использоваться такой же 

метод, как и для случая постоянной нагрузки G . Исходя из распр
: 

еделени Гумбеля, характери ческое зна-
чение квантили) может быть задано ом

я сти
 (0,98 следующим образ

    98,0lnln78,045,01  QQ VQ k   (23) 
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Расчетное значение может быть задано следующим образом: dQ

      EQQd VQ  1lnln78,045,01  (24) 

Величина G в уравнениях (23) и (24) обозначает среднее значение, − коэффициент вариации годо-

вых экстремумов величины  и 

QV

Q 7,0G − коэффициент чувствительности . Частный коэффициент Q

Q величины  может быть задан следующим образом: (см. [1], [2]):  Q

kdQ QQ / (25) 

На рис. 5 показано изменение частного коэффициента G с коэффициентами вариации  для выбранных 

значений 

QV

 с учетом величины , распределенной по Гумбелю. Получается, что для случая переменной 

нагрузки индекс надежности 

Q

Q  оказывает значимое влияние на частный коэффициент Q . На следующем 

ниже рис. 6 показано изменение величины Q с индексом надежности   для выбранных значений коэффи-

циента вариации , снова с учетом величины Q , распределенной по Гумбелю. QV

Из рис. 5 и 6 следует, что для индекса надежности  = 3,8 и коэффициента вариации , не превышаю-

щего 0,5, величина частного коэффициента 

QV

Q не превышает значения, равного 1,3. Однако, коэффициент 

вариации может при этом превышать значение, равное 0,5 и тогда более адекватным оказывается примене-
ние другого типа распределения вероятностей (см. другие главы настоящего Руководства). Поэтому, в стан-
дарте EN 1990 [1] рекомендуется использовать значение величины Q , взятое с запасом, и равное 1,5.  

 

РИС .  5 .  ИЗМЕНЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ Q с коэффициентами вариации для выбранных значений QV  , с 

учетом величины Q , распределенной по Гумбелю. 
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РИС .  5 .  ИЗМЕНЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ Q с индексом надежности  , для выбранных значений коэффи-

циента вариации V , с учетом величины , распределенной по Гумбелю. Q Q

Из рис. 6 следует, что для индекса надежности   3 теоретическое значение частного коэффициента 

Q составляет около 1. Это значение объясняется тем, что характеристическое значение определяется рав-

ным 0,98 квантили, и когда   3, значение величины  приблизительно равно значению величи-

ны (более подробное объяснение можно получить при рассмотрении уравнений (23) и (4)). В прилагаемых 

пакетах MATHCAD GammaRGQ.mcd можно легко найти дополнительные числовые расчеты, поскольку эти до-
кументы были составлены при помощи всех описанных выше методов вычисления.  

kQ

dQ

 
4. Общий случай оценки уровня надежности  

4.1 Общие положения  

В главе II «Элементарные методы оценки конструктивной надежности I» настоящего руководства был 
представлен пример, называемый основным примером оценки конструктивной надежности. Он является при-
мером, в котором функция предельного состояния может быть представлена только двумя случайными неза-
висимыми переменными, обозначающими эффект воздействия и несущую способность. Основной пример 
оценки конструктивной надежности является очень интересным примером использования понятий надежно-
сти, поскольку связан с интуитивными соображениями, и тем, что люди привыкли к представлению о гло-
бальном эффекте воздействия и несущей способности, а также из-за того, что строить простые графические 
изображения легче только в формате двух измерений.  

Однако, к сожалению, только в некоторых случаях эта функция предельного состояния может быть пред-
ставлена в основном примере, тем самым, сводя задачу оценки степени конструктивной надежности к просто-
му соотношению несущей способности и эффекта воздействия с участием соответствующих переменных. В 
большинстве случаев для этого понадобится, по крайней мере, еще несколько переменных. В целом, несущая 
способность является функцией свойств материала (-ов) и размеров конструкции или элемента, и эффекты 
воздействия зависят от различных приложенных нагрузок, плотности и размеров конструкции. Несущая спо-
собность и эффект воздействия даже не всегда могут считаться независимыми, поскольку например, некото-
рые размеры оказывают влияние как на воздействия, так и на несущую способность. Кроме того, эффекты 
воздействия могут зависеть от несущей способности конструкции как единого целого (например, в случае 
динамических воздействий).  

Функция предельного состояния может быть задана следующим образом:  
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  0...,, 321 XXXZ (26) 

или в векторном виде:  

  0XZ (27)  

где  является вектором случайных переменных, зависящих от времени, определяю-

щим функцию предельного состояния.  

 ...,, 321 XXXX  

В этом случае, также, представляет область безопасных значений, а − область опас-

ных значений. Вероятность разрушения, в этом случае, может быть вычислена по следующей формуле: 

  0XZ   0XZ

    ...0XZPPf   ;dxxfZ  

  0XZ  (28) 

где − суммарная плотность распределения вероятности вектора переменных )(xfZ X .  

Если все переменные не зависят от времени, во многих случаях мы можем принять это предположение в 
качестве неплохого приближения. Суммарная плотность распределения вероятности величины X является 
результатом маргинальной плотности распределения вероятности каждой переменной. Следовательно, урав-
нение (18) может быть записано следующим образом:  

    ...0XZPPf       nXnXX xfxfxf ...2211 ndxdxdx ...21  

  0XZ  (29) 

4.2 Основные переменные  

Основные переменные являются именно теми величинами, которые помогают охарактеризовать и описать 
поведение конструкции и уровень ее безопасности в условиях определенного предельного состояния.  

Проектировщик располагает некоторой степенью свободы выбора основных переменных. Как правило, пе-
ременными, используемыми для проектирования стандартных конструкций, являются − размеры, вес, нагруз-
ка, прочностные характеристики материалов, и т.д. В целом, рассматриваются независимые основные пере-
менные, поскольку любая взаимозависимость способствует усложнению процесса, и становится трудно опре-
делить степень зависимости. Однако, известно, что некоторые переменные, такие, как например, переменные 
напряжения, силы сжатия и модуля упругости материала зависимы, хотя их в целом можно использовать так, 
как будто они независимы.  

Для оценки конструктивной надежности необходимо статистически охарактеризовать основные перемен-
ные, т.е. получить, по меньшей мере, их функцию распределения, параметры и корреляционную матрицу. 
Параметры распределений могут быть проанализированы, исходя из данных, и используя обычные статисти-
ческие методы: максимальной вероятности, методы моментов и т.д. Данные должны подвергаться вниматель-
ному рассмотрению, для того, чтобы исключить выбросы, изучить тенденции и т.д. Графическое изображение 
данных и используемой модели, как правило, также полезно.  

Рекомендации относительно функций распределения и их параметры для создания моделей, как правило, 
встречающихся воздействий и значений несущей способности, влияющих на конструктивную надежность, 
представлены в работе [5]. 

Пример 1:  

Рассмотрим основную переменную и следующие экспериментальные данные:  

Данные={1.3,3.2,4.3,1.3,5.4,3.7,3.8,4.0,2.9,3.2,4.5,4.0,3.4,2.4,1.8,1.7,2.2,4.1,2.6,4.1,3.3, 
3.5,3.7,2.4,2.8,2.5,3.,3.3,2.6,2.9,2.4,2.6,2.9,2.8,3.1,3.2,3.4,3.5,3.2,3.3,3.}; 

В следующей ниже таблице используются результаты, полученные с помощью прилагаемого пакета доку-
ментов MATHEMATICA, который используется при анализе распределений. Были получены следующие стати-
стические характеристики: 

Количество данных Среднее 
значение 

Вариация Стандартное отклонение  Коэффициент вариации 

41 3,105 0,700 0,837 0,270 

Предпринимается попытка корректировки данных для нормального, логарифмически нормального и гам-
ма- распределений. Параметры распределений оцениваются при помощи метода моментов. При интервалах 
{1.3-2.3, 2.3-2.7, 2.7-3.3, -3.7, 3.7-4.1, 4.1-6} выполняется тест хи-квадрат.  
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На рисунке представлена гистограмма и функция плотности распределения (в данном случае нормального 
распределения) вероятностей. Результаты, полученные для каждого из распределений, показаны в следую-
щей ниже таблице. 

Тип распределения Параметры Оценка  Интервал достоверности 
  W % 
Нормальное 3,103-0,847 0,612 96,0 - 99,6 
Гамма 13,40-0,231 1,001 91,0-98,6 
Логарифмически нормаль-
ное 

1,096-0,268 1,310 86,0-97,1 

 

нормальное распределение 

Величина интервала уровня доверительной вероятности зависит от другой гипотезы. Если моменты рас-
пределения вероятностей априори известны, то число степеней свободы соответствует числу интервалов ми-
нус единицу; если же моменты получены, исходя из данных, то число степеней свободы равняется числу ин-
тервалов минус три. Следовательно, одному и тому же значению оценки соответствуют два уровня довери-
тельной вероятности.  

Получается, что все три вида распределения хорошо совместимы с данными (нормальное распределение, 
кажется, подходит наилучшим образом). Поэтому, неясно, какое из распределений должно быть выбрано; при 
построении графического изображения кумулятивной функции распределения и нанесении точечных значе-
ний данных в прямом представлении и с другим масштабом ординат в двойных логарифмических координа-
тах, можно взглянуть на эту задачу по-новому. 

4.3 Проблема чувствительности хвоста распределения 

Решения в статистике, как правило, исходя из «математических доказательств» не принимаются. Гипотеза 
принимается, если не получено каких-либо доказательств для ее отклонения. Распределение вероятности, 
относящееся к любой переменной величине, может оказывать существенное влияние на предполагаемые 
уровни вероятности разрушения. Кроме того, при установлении типа функции распределения, имеющиеся 
данные большей частью, конечно, относятся к центральной части распределения, где выбор того или иного 
типа функции распределения не является особо значимым. Данная проблема называется «проблемой чувст-
вительности хвоста распределения».  

Рис. 7 представляет собой графическое изображение данной проблемы, на котором три функции распре-
деления с одним и тем же средним значением и стандартным отклонением, соответствующие случаю Примера 
1 - нормальное, логарифмически нормальное и гамма - распределения - представлены как на нормальной 
шкале, так и в двойных логарифмических координатах. (Т.е. выражение   yLogLogz   , которое со-

держится в работе Гумбеля, увеличивающее шкалу верхнего «хвоста» распределения). На нормальной шкале 
существенной разницы между распределениями нет, но если сравнить с работой Гумбеля, различия для зна-
чения 0,95 квантили (характеристического значение) незначительны, а для значения 0,999 квантили (т.е. 
расчетного значения) − существенны. Кроме того, по работе Гумбеля может показаться, что все типы распре-
делений являются адекватными распределению точек, с вероятностью, принятой для упорядоченного набора 
точек, равной , но для оценки расчетного значения (к примеру, квантили 0,999) необходимо провести 
экстраполяцию, и таким образом различие между распределениями играет важную роль. Более высокая точка 
данных соответствует приблизительно 0,975 квантили (1-1/42). 

1/ ni
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Рис. 7. Кумулятивная функция распределения на нормальной шкале и в работе Гумбеля.  

 
5. Пример с армированной бетонной плитой 

5.1 Общие положения  

Различные принципы расчета, упомянутые выше, могут быть проиллюстрированы на примере простой ар-
мированной бетонной плиты, использующейся в офисном здании. Этот пример показывает, каким образом в 
различных методах проектирования (метод допустимых напряжений, метод общего коэффициента запаса 
прочности и метод частных коэффициентов) интерпретируются неопределенности основных переменных с 
помощью выбора различных входных (расчетных) значений величин. Он также демонстрирует важность тео-
рии надежности при расчете конструкций, а также преимущества метода частных коэффициентов, основанно-
го на теории надежности, по сравнению с другими методами проектирования.  

Некоторые основные термины (например, нормативное сопротивление) и процедуры расчета, используе-
мые в настоящем разделе, подробно описаны в различных главах настоящего Руководства 2. Несмотря на это, 
следующую ниже информацию можно рассматривать без логических обоснований.  

5.2 Армированная бетонная плита 

Плита, свободно опертая по двум сторонам, с длиной пролета, равной 6 м, подвергается постоянной на-
грузке (собственный вес плиты и других закрепленных элементов здания), которая оценивается характери-

стическим значением (равным среднему значению) . Согласно стандарту EN 1991-1-1 [8] мо-

жет быть принято характеристическое значение приложенной нагрузки на площади офисного здания, равное 

. Однако известно, что среднее значение этой нагрузки составляет значительно меньшую ве-

личину, равную приблизительно 0,8 .  

2/7 mkNgk 

2/3 mkNqk 
2/mkN

В дальнейшем следует использовать бетон C20/25, имеющий нормативное сопротивление 
(среднее значение равно 30 ), и стержни арматуры типа S 500 с нормативным сопротив-

лением  (среднее значение равно 560 ). Исходя из ранее полученных данных, общая 

высота плиты 0,25 м (рабочая высота плиты равна приблизительно 0,25 - 0,03 = 0,22м) была задана заранее. 
С учетом представленных выше данных следует выполнить проверку технического задания и определить 
площадь плиты, подлежащей армированию.  

ack MPf 20

ykf 
aMP

aMP500 aMP

5.3 Расчет плиты  

Сначала рассмотрим простой чертеж поперечного сечения плиты, включая упрощенные эпюры распреде-
ления напряжений в сжатой зоне бетона (прямоугольной и треугольной) как показано на рис. 8.  
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Рис. 8. Распределение напряжений в армированной бетонной плите. 

Когда рассматривается прямоугольная эпюра напряжений, можно записать следующие условия равновесия 
(см. Рис.8):  

ysc fAxbf 8,0  (30) 

  MxdfA ys  4,0 (31) 

Что обозначают основные переменные, используемые в уравнениях (30) и (31) очевидно на рис. 8: вели-
чина d − рабочую высоту, x − глубину нейтральной оси, b − ширину плиты (принимается равной 1м), − 

площадь армирования, − прочность бетона, и − прочность армирования (предел текучести). Изгибаю-

щий момент в уравнении (31) задается следующим образом:  

sA

cf yf

 
8

2Lqg
M




 (32) 

L обозначает длину пролета плиты, свободно опертой по двум сторонам.  

Используя условия равновесия, представленные соотношениями (29) и (30), можно вывести следующую 
формулу площади армирования :  sA









 2

2
11

bdf

M

f

f

bd

A

cy

cs  (33) 

Не вдаваясь в технические подробности, необходимо обратить внимание на то, что уравнение (33) может 
быть применено для приближенной оценки в методе общего коэффициента запаса прочности и методе част-
ных коэффициентов. Для необходимых расчетов можно использовать прилагаемые к Руководству документы 
EXCEL RCBeam и MATHCAD RCBeam.  

В классическом методе допустимых напряжений рассматривается треугольный блок со сжимающим напря-
жением в сжатой зоне бетона, которой показан также на рис. 8, и линейная диаграмма зависимости деформа-
ции от напряжения. Площадь армирования  может быть вычислена с использованием прилагаемого доку-

мента MATHCAD RCBeam.mcd, который содержит более подробные расчеты.  
sA

Следует обратить внимание на то, что до настоящего времени основные переменные рассматривались как 
детерминированные величины без учета каких-либо неопределенностей, которые могут оказывать потенци-
альное влияние на свои фактические значения. Однако широко известно, что некоторые основные перемен-
ные, входящие в уравнение (31), могут иметь значительный разброс (особенно воздействие нагрузки (изги-
бающий момент) М, прочность бетона , и прочность армирования ). С другой стороны, геометрические 

параметры , b и d , кажется, являются значительно менее неопределенными (почти постоянными или де-

терминированными).  

cf yf

sA

Для получения первой оценки площади  можно взять средние (усредненные) значения всех основных 

участвующих переменных. Интуитивно становится понятно, что это, возможно, не обеспечит достаточно 
безопасных показателей, и вместо средних значений следует применять «значения, взятые с запасом (безо-
пасные)». В таблице 1 представлены средние значения наряду со значениями основных переменных в том 
виде, в котором они используются при проведении расчетов, согласно правилам описанных выше методов.  

sA
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Таблица 1. Входные расчетные (характеристические) данные по нагрузкам и прочности мате-
риалов для расчета конструкции с использованием различных методов расчета.  

 Метод расчета 
Основная переменная Среднее 

значение 
Допустимые 
напряжения 

Общий  
коэффициент  

запаса прочности 

Частный  
коэффициент

Постоянная нагрузка  2/mkNg  7 7 7 9,45 

Приложенная нагрузка  2/mkNq  0,8 3 3 4,5 

Прочность бетона на сжатие   MPafc 30 5,5 20 13,3 

Прочность арматуры на растяжение  MPafy  560 275 500 435 

Данные таблицы 1 показывают четкое различие между рассматриваемыми методами расчета. Например, 
входные значения постоянной нагрузки g , используемые при расчете конструкции согласно методу допусти-

мых напряжений и методу общего коэффициента запаса прочности, равны среднему значению (7 ), в 

то время как расчетное значение по методу частных коэффициентов (9,45 ) является произведением 

характеристического значения и значения частного коэффициента =1,35. Расчетное значение приложен-

ной нагрузки , используемое при расчете конструкции в соответствии с методами допустимых напряжений и 

общего коэффициента запаса прочности равно характеристическому значению (3 ),в то время как 

расчетное значение (4,5 ) в соответствии с методом частных коэффициентов равно произведению 

характеристического значения на значение частного коэффициента =1,5. 

2/mkN
2/mkN

Gy

Qy

q
2/mkN

2/mkN

Входные значения прочности бетона на сжатие , используемые в различных методах расчета, сущест-

венно отличаются от среднего значения этой величины (30 ). Это же характерно и для значений проч-

ности арматуры на растяжение . Значения допустимых напряжений, указанные в таблице 1, представлены 

в стандартах по проектированию конструкций. Очевидно, что эти значения существенно ниже среднего зна-
чения, поскольку предполагается, что в них учтены все неопределенности, включая значения нагрузок. Вход-
ные значения прочности в методе общего коэффициента запаса прочности равны характеристическим значе-
ниям. В методе частных коэффициентов расчетное значение прочности бетона 13,3 получено при по-

мощи деления характеристического значения 20 на значение частного коэффициента = 1,5. Анало-

гичным образом, расчетное значение прочности стали 435 получено посредством деления характери-

стического значения 500  на значение частного коэффициента =1,15. следует обратить внимание 

на то, что коэффициент 1,9 используется для усиления эффекта нагрузки (изгибающего момента 

cf

MPa

MPa

MPa

yf

MPa

My

MPa My
M ) когда 

метод общего коэффициента используется для описания площади армирования .  sA

Результирующие значения площади армирования, полученные для всех методов расчета и упомянутые 
выше, указаны в таблице 2.  

Таблица 2. Железобетонная плита, свободно опертая по двум сторонам, спроектированная с 
использованием различных исторических методов, с заданной длиной пролета =6м, высотой h 

=0,25м (d =0,22м) и значениями нагрузки 

L
kg

MPa

7 , (среднее значение 0,8 

), С20/25 ( = , среднее значение 30 ), =500 (среднее значение 

560 ). 

2

2

/mkN

MPa

2/3 mkNqk 

ykf MPa/mkN ckf MPa

Метод расчета  kNmM  2mAs   kNmMR
 

  
fp  

Среднее значение (отвлеченная величи-
на) 

35,1 0,00038 35,1 0 0 0,5 

Допустимые напряжения  45,0 0,00204 228,9 8.0 8.0 0,44x10-16 
Общий коэффициент запаса прочности 
( =1,9) 0s

45,0 0,00082 97,4 5,0 5,2 0,32x10-7 

Метод частных коэффициентов (Евро-
пейский комитет по стандартизации, 
CEN) 

62,8 0,00069 82,4 4,2 0,12x10-5 
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Прилагаемые документы EXCEL RCBeam и MATHCAD RCBeam могут использоваться для проверки результи-
рующих данных, приведенных в таблице 2. В этих документах также содержится подробное описание приме-
няемых процедур расчета.  

Из таблицы 2 следует, что результирующие значения площади армирования варьируются в широком диа-
пазоне, от =0,0038м2 (оценка среднего значения) до = 0,00204м2 (оценка методом допустимых напря-

жений). Наиболее целесообразной с экономической точки зрения процедурой расчета является расчет мето-
дом частных коэффициентов, который приводит к получению самых низких значений площади армирования 

=0,00069м2.  

sA sA

sA

5.4 Оценка надежности  

Распределение напряжений в прямоугольной (декартовой) системе координат (показанное на рис. 8), при-
нятое при проектных расчетах согласно методу общего коэффициента запаса прочности или методу частных 
коэффициентов, является приемлемым способом оценки надежности плиты, спроектированной при помощи 
любого метода расчета, который включает в себя треугольную эпюру напряжений). Таким образом, учитывая 
условия равновесия, использованные в выражениях (30) и (31), функция предельного состояния может быть 
записана в следующем виде:  

 
8

)(

22

2Lqg

bf

fA
dfAM

bf

fA
dfAXZ

c

ys
ys

c

ys
ys




















  (34) 

Исходя из функции предельного состояния (34), индексы надежности  и вероятность разрушения мо-

гут быть вычислены при помощи имеющихся на рынке программ VaP [9], COMREL [10] или MATHEMATICA 
notebook FORM.nb. Приближенная оценка индекса надежности 

fp

  и вероятности разрушения (с приемле-

мым уровнем точности) могут быть получены при использовании прилагаемого программного пакета MATH-
CAD sheet RelRCB, в котором используется простая процедура численного интегрирования. Исчерпывающий 
документ MATHCAD sheet RelRCB снабжен пояснениями (включая информацию об исходных теоретических 
моделях основных переменных) и понятен без дополнительных разъяснений. Подробное описание применяе-
мых численных методов представлено в других главах настоящего Руководства 2.  

fp

Результирующие значения индекса надежности   и вероятности разрушения указаны в таблице 2. 

Использование метода частных коэффициентов приводит к получению значения уровня надежности, выра-
женного соотношением 

fp

  =4,2 (при вероятности разрушения равной 1,2 10-5), которое очень близко к зна-

чению  =3,8 (при вероятности разрушения равной 7,210-5), рекомендуемому стандартом EN 1990 [1]. При 

использовании метода общего коэффициента запаса прочности можно получить расчет с несколько большим 
запасом ( =5) (см. таблицу 2). Однако, метод допустимых напряжений, по-видимому, приводит к созданию 

расчета, достаточно невыгодного с экономической точки зрения ( =8). Очевидно, что «метод среднего зна-

чения» оказывается неприемлемым, поскольку при использовании этого метода получается самое низкое зна-
чение площади армирования =0,00038м2 (только при проценте армирования равном 0,0022), соответст-

вующее 

sA

  = 0 и высокой вероятности разрушения =0,5.  fp

 
6. Общий случай оценки вероятности разрушения конструкции  

6.1 Общие положения 

Существуют различные методы оценки вероятности разрушения конструкции в общем случае наличия 
большего количества переменных: 

 Аналитический: Только в нескольких очень простых случаях можно придти к аналитически правиль-
ному решению. Это зависит от вектора переменных, которые должны быть независимыми, и иметь 
нормальное распределение, а также от области предельного состояния, которая должна ограничи-
ваться гиперплоскостями. Этот метод не может рассматриваться в качестве общего решения.  

 Числовой: Этот метод является точным решением в том смысле, что мы в принципе можем получить 
тот уровень точности, который нам необходим. Простое правило трапеций при интегрировании, в це-
лом, дает хорошие результаты, при условии существования не слишком большого количества пере-
менных (4 или 5). Сложность интегрирования увеличивается в геометрической прогрессии с количе-
ством участвующих переменных.  

 Методы Монте-Карло: Моделирование по методу Монте-Карло основано на случайной выборке пере-
менных и включает в себя выполнение большого числа искусственных экспериментов. В настоящее 
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время метод Монте-Карло используется все чаще, поскольку появились более мощные и быстрые 
компьютеры. Использование этого метода без следования необходимым правилам ведет к возникно-
вению трудностей, описанных выше. Во избежание этих трудностей используются методы уменьше-
ния вариаций и методы оценки значимости.  

 Методы надежности первого и второго порядка (FORM и SORM): Эти методы аппроксимации дают 
итеративные алгоритмы для вычисления индекса надежности, и использованием линейного или квад-
ратического приближения к поверхности предельного состояния в точке, находящейся на минималь-
ном расстоянии к средней точке переменных.  

6.2 Методы надежности первого и второго порядка (FORM и SORM): 

Хассофер и Линд разработали алгоритм инвариантного построения функции предельного состояния. Для 
получения значения индекса надежности необходимо придерживаться следующего порядка действий:  

1. Описать функцию предельного состояния.  

2. Определить статистические характеристики основные переменные; т.е. среднее значение, стандартное 
отклонение, функцию распределения и корреляционную матрицу.  

3. Преобразовать набор основных переменных в набор независимых переменных (например, методом пре-
образования Розенблатта).  

4. Стандартизировать набор основных переменных при помощи преобразования , чтобы  UX 

,0)( UE  и   1, TUUCoV . (35) 

5. Вычислить длину вектора минимального расстояния от новой исходной точки до касательной гиперпло-
скости поверхности предельного состояния, относящейся к новым переменным, в точке пересечения этого 
вектора с поверхностью предельного состояния.  

6. Определить проектную точку ( ) и коэффициенты чувствительности, nddd XXX ,...2,1 ,..., 21 n а 

именно единичные косинусы этого вектора.  

На рис. 1 показана область основного примера, только с двумя переменными: эффекта воздействия и не-
сущей способности. Исходная точка вектора  соответствует точке среднего значения переменных X , т.е. 

( XnXX  ,..., 21 ). Вектор минимального расстояния от этой точки до поверхности предельного состояния 

перпендикулярен гиперплоскости (прямая линия в случае двух переменных), касательной к поверхности пре-
дельного состояния в проектной точке ( x ). Коэффициенты чувствительности ndd x,...1 dx2,  характеризуют 

влияние соответствующей переменной на значения вероятности разрушения.  

Коэффициенты чувствительности могут быть представлены в следующем виде:  

1i ;   (36) 
n

1
 12 i

Как правило, эти значения i принимаются положительными, если они относятся к переменной несущей 

способности, и отрицательными, если они относятся к переменным эффекта воздействия.  

Когда поверхность предельного состояния имеет значительную нелинейность, погрешность, при которой 
происходит замена поверхности на касательную гиперплоскость в этой точке, может играть важную роль. В 
подобных случаях, меньшая погрешность получается, если поверхность предельного состояния замещается 
касательной квадратической поверхностью. То есть используется квадратический член ряда Тэйлора. В этом 
случае, метод называется методом надежности второго порядка (SORM).  

Как было указано выше, индекс надежности  и вероятность разрушения связаны следующей форму-

лой:  
fp

);( fP   (37) );1(1
fP 

где  обозначает стандартное нормальное распределение, а − его инверсию.  )( )(1 

Пример 2 

а) Расчет стальной балки  

Свободно опертая балка: тип IPE 240 S235 
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Длина пролета L = 6,0м  

Площадь поперечного сечения: A = 39,12 х 10-4 м2 

Удельная работа деформации, W = 3243 х 10-6 м-3 

Предел текучести  = 235  yf aMP

Воздействия:  

Постоянная нагрузка:  mkNgk /0,7

Переменная нагрузка:  mkNqk /0,3

Функция предельного состояния 

1)( XZ     8/2
2 LqgfW y  

В приведенной ниже таблице все переменные описаны при помощи среднего значения, стандартного от-
клонения и функции распределения (см. также [5]): 

 
Переменная  Условное обо-

значение 
Среднее зна-
чение 

Стандартное отклоне-
ние 

Функция распределения 

Длина пролета L [м] 6 0 Детерминированная 
Удельная работа дефор-
мации 

W [м3] 3 243 х10-6 0 Детерминированная 

Модель несущей способно-
сти 1 [-] 1 0,1 Логарифмически нор-

мальная 
Условный предел текуче-
сти yf  [ ] aMP 280 19,6 Логарифмически нор-

мальная 
Модель эффекта воздейст-
вия 

 2  [-] 1 0,2 Логарифмически нор-
мальная 

Постоянная нагрузка  g  [ ] 2/mkN 0.007 0.007 х0,1 Нормальная 

Переменная нагрузка  q  [ ] 2/mkN 0 .0008 0. 0008х0,6 По Гумбелю  

При помощи MATHEMATICA notebook Form.nb и пакета Level II.m. были получены следующие результаты: 

Вариант а: Результаты  

Индекс надежности:  3,82; Вероятность разрушения:   =6,67х10-5 

Переменная 
1  yf  2  g  q  

Коэффициент чувствительно-
сти 

-0,392 -0,275 0,778 0,304 0,270 

Исходя из этих результатов, становится понятным, что индекс надежности имеет достаточно точное зна-
чение, и что предельное состояние является очень чувствительным к неопределенности модели воздействий 
(коэффициент влияния составляет 0,778).  

Вариант б:  

Предположим, что мы можем изучить воздействия более подробно, и что в итоге мы получаем результат, 
при котором среднее значение и вариации воздействий остаются прежними, но для данного случая мы 
уменьшили величину неопределенности модели и получили коэффициент вариации, равный 10%. 

Модель эффекта воздействия 2 [-] 1 0,1 Логарифмически нормальная  

Выполнив новый расчет с новыми значениями, мы получаем:  

Индекс надежности:  5,04; Вероятность разрушения:   =2,37х10-7 
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Переменная 
1  yf  2  g  q  

Коэффициент чувствительно-
сти 

-0,505 -0,354 0,505 0,332 0,503 

Из таблицы следует, что коэффициенты влияния являются более уравновешенными, при этом индекс на-
дежности имеет достаточно высокое значение.  

Вариант в:  

Например, мы можем уменьшить сечение стального профильного листа. В этом случае:  

Новый стальной профиль: тип IPE 220, W =252см3 

Получаем следующие результаты:  

Индекс надежности:  3,74; Вероятность разрушения:   =9,29х10-5 

Переменная 
1  yf  2  g  q  

Коэффициент чувствительно-
сти 

-0,524 -0,367 0,524 0,383 0,411 

Пример 3  

Рассмотрим плиту из примера, описанного в разделе 5 (см. рис. 8). Из условия равновесия было получено:  

ysc fAxbf 8,0   

  MxdfA ys  4,0  

Исходя из условий равновесия, описанных выражениями (30) и (31), и учитывая неопределенность моде-
лей несущей способности, 1 , и моделей воздействий, 2 , можно вывести следующую формулу, характери-

зующую функцию предельного состояния:  

    8/
2

2
21 Lqg

bf

fA
dfAXg

c

ys
ys 








   

В следующей таблице показаны переменные, полученные при расчете по MATHEMATICA notebook 
FORM.nb: 

Переменная  Условные 
обозначения 

Среднее значе-
ние 

Стандартное 
отклонение 

Функция распределе-
ния  

Модель несущей способности 
1  [-] 1 0,1 Логарифмически 

нормальная  
Предел прочности арматуры на раз-
рыв yf  [ ] aMP 560 30 Логарифмически 

нормальная 
Площадь армирования   2mAs  0,00069 0,0000345 Нормальная 

Рабочая высота   md  0,23 0,01 Нормальная 

Прочность бетона на сжатие 
cf  [ ] aMP 30 5,5 Логарифмически 

нормальная 
Модель нагрузки  

2  [-] 1 0,2 Логарифмически 
нормальная 

Постоянная нагрузка   2/mkNg  7 0.7 Нормальная 

Приложенная нагрузка   2/mkNq  0,8 0,48 Гамма 

Длина пролета  mL  6 - Детерминированная  

Результаты:  

Индекс надежности:  3,56; Вероятность разрушения:   =1,87х10-4 

 
Переменная 1  sA  yf  d  

cf  2  g  q  

Коэффициент чувствитель-
ности 

-0,383 -0,193 -0,201 -0,177 -0,018 0,761 0,300 0,274 
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Исходя из этих результатов, можно сделать следующие выводы: индекс надежности несколько ниже; ко-
эффициент влияния несущей способности бетона  практически равен нулю, его можно рассматривать в 

качестве детерминированной величины, не влияющей на результаты; а величина неопределенности воздей-
ствий оказывает максимальное влияние.  

cf

Вариант б:  

Выполнен новый расчет, учитывающий уменьшенную неопределенность модели нагрузки:  

Модель нагрузки  
2  [-] 1 0,1 Логарифмически нор-

мальная 

Результаты:  

Индекс надежности:  4,63; Вероятность разрушения:   =1,82х10-6 

Переменная  
1  sA  yf  d  

cf  2  g  q  

Коэффициент чувстви-
тельности  

-0.500 -0,259 -0,263 -0,235 -0,023 0,500 0,347 0,431 

Вариант в:  

В этом случае индекс надежности несколько выше. Уменьшив поперечное сечение стержней арматуры, по-
лучаем:  

Площадь армирования  2mAs  0,00059 0,00059x0,05 Нормальное 

Модель нагрузки  
2  [-] 1 0,1 Логарифмически 

нормальное 

Результаты:  

Индекс надежности:  3,86; Вероятность разрушения:   =5,61х10-5 

Переменная  
1  sA  yf  d  

cf  2  g  q  

Коэффициент чувстви-
тельности  

-0,504 -0,260 -0,266 -0,234 -0,020 0,504 0,368 0,401 

Из обоих примеров следует, что за счет уменьшения неопределенности модели воздействий можно умень-
шить сечение стального профиля без снижения (а даже, наоборот, с увеличением) общего уровня надежно-
сти.  

 
7. Надежность системы  

7.1 Общие положения  

Даже для простейшего случая с одним конструктивным элементом - балкой или колонной - следует рас-
сматривать более одной функции предельного состояния − из-за риска разрушения в благоприятный или не-
благоприятный момент или вследствие сдвига балки. В большинстве случаев конструкция имеет множество 
элементов, и называется «конструктивной системой».  

Надежность этой системы зависит от надежности ее элементов: эффекты воздействий, оказываемых на 
каждый из элементов, зависят от приложенной нагрузки; нагрузок и несущей способности, и могут не быть 
независимыми, может возникать взаимосвязь между свойствами элементов в различных частях конструкции. 
Кроме того, существуют предельные состояния для конструкции как единого целого, такие, например, как 
общая деформация или осадка фундамента.  

Когда определены все различные типы разрушения может быть построено «дерево отказов» или «дерево 
событий», характеризующее все типы разрушения конструкции.  

Пример 4 

Рассмотрим простую портальную раму, изображенную на рис. 4, подвергаемую воздействию горизонталь-
ной и вертикальной нагрузок . Исходя из характера пластической деформации, рама может иметь три воз-

можных типа разрушения. В каждой из зон образуются разные шарниры пластичности:  

Q

а) Раскачивание: Шарниры пластичности образуются в сечениях 1 и 3; 

б) Колебание: Шарниры пластичности образуются в сечениях 1,2 и 3; 

в) Смешанный режим: Шарниры пластичности образуются в сечениях 2 и 3; 
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Разрушение в любой из зон ведет к разрушению конструкции и событие «разрушения конструкции» явля-
ется совокупностью всех n типов разрушения (в примере n=3). Поэтому, вероятность разрушения конструкции 
может быть представлена в следующем виде:  

   nSf FFFPFPP  ...21   (38) 

где является событием разрушения типа . Конструкции должны разрушиться в каждом типе узло-

вых соединений элементов. Следовательно, вероятность разрушения для каждого типа  выражается сле-

дующим уравнением:  

iF i m

iF

(39) 

где  обозначает разрушениеjiF j  элементов или узловых соединений в разрушения по типу i . При раз-

рушении конструкции по типу должно разрушиться элементов или узловых соединений.  i m

В целом, конструкция теоретически характеризуется как система с параллельным соединением элементов, 
система c последовательным соединением элементов, или сочетание первого и второго.  

7.2 Системы с параллельным соединением элементов 

В системах с параллельным соединением элементов последние расположены таким образом, что разруше-
ние одного или более из них не приводит к разрушению всей конструкции. Такая конструкция называется 
статически неопределимой. Эта статическая неопределимость может быть активной, если избыточные эле-
менты конструкции активизируются до наступления предельного состояния любого из элементов, или может 
быть пассивной, если избыточные элементы активизируются только по достижении одним из них предельного 
состояния.  

Следует учитывать, что любая статически неопределимая конструкция не обязательно представляет собой 
систему с параллельным соединением элементов: если элементы непрочные, разрушение любого из них мо-
жет привести к формированию нового распределения напряжений, при котором немедленно происходят но-
вые разрушения.  

Разрушение системы с параллельным соединением элементов в чистом виде с количеством элементов 
задается следующим образом:  m


















 

mm

fsys ZjFjP
11

)0( (40) 

где обозначает событие разрушения элемента jF j с функцией предельного состояния . Таким обра-

зом:  
jZ

)()0()(  jj ZF (41) 

Вероятность разрушения системы по методу надежности первого порядка (FORM) представлена в следую-
щем виде:  

  

);( pmfsys  (42)  

где обозначает многомерное стандартное нормальное распределение, m  − вектор индексов надежно-

сти элементов, и p − корреляционную матрицу mm индексов надежности, представленную следующим 

образом:  

i
jkp   ikij  с j и k =1,2,…,m (43)  
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и ij − коэффициент чувствительности переменной  элемента i j функции предельного состояния.  

Вычисление вероятности разрушения системы является сложной задачей. Верхняя граница этой вероятно-
сти может быть вычислена при помощи следующего уравнения:  

  kj

m

kj
fsys FFPMinp 

1, 
  (44) 

Простая приближенная оценка для только двух элементов:  

)()( 2
*

1  fsysp with =2
* 2

12 1/) pp   (45) 

)()( 2
*

1  fsysp  с =2
* 2

12 1/) pp   (45) 

7.3 Системы с последовательным соединением элементов 

Система с последовательным соединением элементов представляет собой систему, обрушение которой 
происходит при разрушении любого ее элемента. Этот элемент называется «самым слабым звеном». Любая 
статически определимая конструкция является комплексной системой. Как было показано в предыдущем раз-
деле, система с последовательным соединением элементов в чистом виде с количеством элементов m задает-
ся следующим образом:  









 

m

FjPC
1

 (46) 

Вероятность разрушения системы по методу надежности первого порядка (FORM) может быть записана в 
следующем виде:  

);(1 pP mfsys   (47) 

Простые границы вероятности выражаются следующим образом:  

  



 1),()(

11
j

m

fsysj

m

FPMinPFPMax (48) 

Эти границы вероятности, как правило, являются слишком широкими. В работе [11] представлен метод, по 
которому можно вычислить этот диапазон с большей точностью.  

 
8. Заключение  

Элементарные методы конструктивной надежности могут использоваться для оценки надежности основных 
случаев двух случайных переменных, когда функция предельного состояния формулируется как разность ме-
жду результирующими значениями несущей способности конструкции и эффекта нагрузки. В общем случае с 
основными переменными следует использовать компьютерные программы, как правило, основанные на мето-
дах надежности первого и второго порядка (FORM и SORM).  

Основные принципы теории надежности позволили получить практические методы, которые могут исполь-
зоваться для оценки частных коэффициентов или основных переменных. Оценка различных уровней надеж-
ности в новых стандартах по расчету конструкций, однако, частично основана на эмпирических данных и ра-
нее полученном опыте. Очевидно, эти данные и опыт зависят от локальных условий, включая климатические 
воздействия и традиционно используемые строительные материалы, и, следовательно, в разных странах мо-
гут варьироваться. Поэтому, число элементов и надежности и параметров в настоящем комплекте европей-
ских стандартов остается на усмотрение соответствующих специалистов в странах, использующих эти стан-
дарты.  

В таблицах и программных пакетах MATHCAD, EXCEL и MATHEMATICA notebook содержатся дополнитель-
ные численные примеры. С их помощью можно выполнить повторные вычисления подобных примеров с ос-
новными конструктивными элементами, подвергаемыми общей постоянной и переменной нагрузке.  
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ATTACHMENTS 
 

1. MATHCAD SHEET "GammaRGQ.mcd" 
MATHCAD sheet "GammaRGQ.mcd" is intended for calculation of the partial 

factorsγR, γR and γR assuming selected theoretical models. 
 

2. MATHCAD SHEET "Prindex.mcd" 
MATHCAD sheet "Prindex.mcd" is intended for determining the reliability index 

from the failure probability. 
 

3. MATHCAD sheet "RCBeam.mcd" 
MATHCAD sheet "RCBeam.mcd" is intended for design of a reinforced concrete 

beam exposed to permanent and variable loads. 
 

4. MATHCAD sheet "RelRCB.mcd" 
MATHCAD sheet "RelRCB.mcd" is intended for reliability analysis of a reinforced 

concrete beam exposed to permanent and variable loads. 
 

5. EXCEL sheet "RCBeam.xls" 
EXCEL sheet "RCBeam.xls" is intended for design of a reinforced concrete beam 

exposed to permanent and variable loads. 
 

6. MATHEMATICA notebook "Fit_distribution.nb" 
 MATHEMATICA notebook "Fit_distribution.nb" is intended for fit selected 
theoretical models to experimental data. 
 

7. MATHEMATICA notebook "FORM.nb" 
 MATHEMATICA notebook "FORM.nb" is intended for reliability analysis of a 
structural member. 

 

8. MATLAB package "Level2.m" 
 MATLAB package "Level2.m" is intended for determining the reliability index using 
FORM method. 
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9. MATHCAD sheet "FORM2.mcd" 

MATHCAD sheet "FORM2.mcd" is intended for calculation of the reliability index β 
and failure probability assuming function g(X)= R - E = 0 assuming general three parameter 

lognormal distribution LN(μ,σ,α) of E and R. 
 

10.  MATDCAD sheet "FORM7.mcd" 
MATHCAD package "FORM7.mcd" is intended for calculation of the reliability index β and failure probability assuming a non-linear limit state function g(X) and general three 

parameter lognormal distribution LN(μ,σ,α) for basic variables. 
 

11. EXCEL sheet "FORM7.xls" 
MATHCAD package "FORM7.mcd" is intended for calculation of the reliability index β and failure probability assuming a non-linear limit state function g(X)   and general three 

parameter lognormal distribution LN(μ,σ,α) of basic variables  
 

12. MATLAB function "FORM7.m" 
MATLAB package "FORM7.m" is intended for determining the probability of failure 

pf, assuming a pre-defined limit state function of seven basic variables. 
 

13. MATLAB function "Lnden (x, mu, sigma,sk)" 
MATLAB function "Lndens" is intended for calculation of the probability density 

function of three-parameter lognormal distribution. The function is called by the function 
FORM7 using command “Lndens(ske,me,se)”, and returns the value of probability density 
function. 

 
15. MATLAB function " Lndist (x, mu, sigma,sk)" 

MATLAB function "Lndist" is intended for calculation of the distribution function of 
three-parameter lognormal distribution. The function is called by the function FORM7 using 
command “Lndist(skr,mr,sr),” and returns the value of the distribution function. 
 

15.  MATLAB function “Ndens (x, mu, sigma)” 
MATLAB function "Ndens" evaluates the one-dimensional normal density function. 

The function is called by the function FORM7 using command “Ndens(x)” (or 
“Ndens(x,mu,sigma)” or Ndens(x,mu)”), and returns the value of the inverse distribution 
function. 

 

16. MATLAB function "Ndinv (p, mu, sigma)" 
MATLAB function "Ndinv" calculates the inverse distribution function of the normal 

distribution (determining the reliability index beta). The function is called by the function 
FORM7 using command “Ndinv(p)” (or “Ndinv(p,mu,sigma)” or Ndinv(p,mu)”), and returns 
the value of the inverse distribution function. 

 

17. MATLAB function "Ndist (x, mu, sigma)" 
MATLAB function "Ndist" evaluates the one-dimensional normal distribution 

function. The function is called by the function FORM7 using command “Ndist(x)” (or 
“Ndist(x,mu,sigma)” or Ndist(x,mu)”), and returns the value of the inverse distribution 
function. 
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Attachment 1 - MATHCAD sheet GammaRGQ.mcd 

 

ξkn 0.1( ) 0.835=

Lognormal distribution ξkln V( )
exp k−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξkln 0.1( ) 0.844=

Gumbel distribution ξkgum V( ) 1 V 0.45 0.78ln ln 0.98( )−( )+( )⋅−:= ξkgum 0.35( ) 1.908=
3 Design values (relative values related to the mean, ξd =  xd / μx )

Normal distribution ξdn β V,( ) 1 βR β( ) V⋅−( ):= ξdn 3.8 0.1,( ) 0.696=
Lognormal distribution ξdln β V,( ) exp βR β( )−( ) ln 1 V

2+( )⋅⎡⎣ ⎤⎦
1 V

2+
:= ξdln 3.8 0.1,( ) 0.735=

Gumbel distribution ξdgum β V,( ) 1 V 0.45 0.78ln ln 1 pnorm βE β( ) 0, 1,( )−( )−( )+( )⋅−:=
ξdgum 3.8 0.1,( ) 1.387=

4 GammaR for resistance assuming normal and lognormal distribution 

γRn β V,( ) ξkn V( )

ξdn β V,( ):= γRln β V,( ) ξkln V( )

ξdln β V,( ):= γRn 3.8 0.1,( ) 1.2=

0 2 4
0.5

1

1.5

γRn β 0.05,( )

γRn β 0.1,( )

γRn β 0.15,( )

β
0 2 4

0.5

1

1.5

γRln β 0.05,( )

γRln β 0.1,( )

γRln β 0.15,( )

β

GammaR, gammaG and gammaQ
assuming theoretical model 

MATHCAD sheet for determination of partial factors γR, γG and γQ.

Study parameters: reliability index and coefficient of variation: β 0 0.1, 5..:= V 0 0.1, 0.5..:=
1 Coeficients and factors used in EN 1990 

Coefficient for 5% fractile k 1.65:= Standardised normal variable 

Coefficient for 0,1 % fractile d 3.09:= Not dicrectly used in this sheet

Sensitivity factors: αR 0.8:= αE 0.7−:= FORM factors assumed in EN 1990

Reduced β values: βR β( ) β αR⋅:= βE β( ) β αE⋅:= Basic reliability index β = 3.8

2 Characteristic values (relative values related to the mean, ξ k =  xk / μx)

Normal distribution ξkn V( ) 1 k V⋅−( ):= Check: 
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5 GammaG for permanent load assuming normal distribution

γGn β V,( ) 1 βE β( ) V⋅−:=

γRn 3.8 0.1,( ) 1.2=

0 2 4
1

1.2

1.4γGn β 0.05,( )

γGn β 0.1,( )

γGn β 0.15,( )

β
0 0.2 0.4

1

2
γGn 3.3 V,( )

γGn 3.8 V,( )

γGn 4.3 V,( )

V

6 GammaQ for variable load assuming Gumbel distribution

Partial factor γQ: γQgum β V,( ) ξdgum β V,( )
ξkgum V( )

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠:= ξdgum 3.8 0.5,( ) 2.937=

γQgum 3.8 0.5,( ) 1.279=

2 3 4 5

1

2

γQgum β 0.2,( )

γQgum β 0.3,( )

γQgum β 0.4,( )

β
0 0.2 0.4

1

1.2

1.4γQgum 3.3 V,( )

γQgum 3.8 V,( )

γQgum 4.3 V,( )

V

Note. Calculation procedures applied in this sheet for determination of Gamma

factors do not take into account model uncertainties of relevant variables. An 

additional magnifying factor of a magnitude from 1.05 to 1.10 is considered in 

Eurocode recommendations. 

MH, 21.2.2003
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Attachment 2 - MATHCAD sheet PrIndex..mcd 
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Attachment 3 - MATHCAD sheet RCBeam.mcd 
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Attachment 4. MATHCAD sheet RelRCB.mcd 
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Attachment 5. EXCEL sheet RCBEAM.XLS 
 

 

REINFORCED CONCRETE BEAM OR SLAB 

Partial factor or global safety factor only 
Bending moment 
L[m]= 6,00

gk[kN/m]= 7,00 gammaG= 1,35

qk[kN/m]= 3,00 gammaQ= 1,5

ME[kNm]= 62,78

Rectangular cross-section 
Dimensions b= 1 d= 0,17

Factors γ c= 1,5 αcc= 1 γs= 1,15

Concrete fck [MPa] = 20 fcd=acc*fck/γc= 13,3 fctm= 2,2

Rebars fyk [MPa] = 500 fyd=fyk/γσ= 434,8

Reratio ρ min [%] = 0,130 ξ =x/d< ξ max 0,45 
Estimate z ~ 0,9 d 

As~Md/(z*fyd)= 0,000944

A[m^2]= 0,000933 ρ  [%] = 0,55 ρ  > ρ min ? PRAVDA ξ =x/d= 0,22 ξ < ξ max? PRAVDA ρ  max[%] = 1,10

General Table 
m = Md/ Reratio  ρ ξ =x/d z/d = 1 - 0,4*ξ εs As Md 

/(b*d^2*fcd)  [%]  [%] m^2 [kNm]

0,00 0,00000 0,00 1,00 - 0,00000 0,0

0,05 0,15737 0,06 0,97 5,11 0,00027 19,3

0,10 0,32376 0,13 0,95 2,30 0,00055 38,5

0,15 0,50091 0,20 0,92 1,36 0,00085 57,8

0,20 0,69124 0,28 0,89 0,89 0,00118 77,1

0,25 0,89821 0,37 0,85 0,61 0,00153 96,3

0,30 1,12714 0,46 0,82 0,41 0,00192 115,6

0,35 1,38698 0,57 0,77 0,27 0,00236 134,9

0,40 1,69521 0,69 0,72 0,16 0,00288 154,1

0,0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

1,2 

1,4 

1,6 

1,8 

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 

M/(fcd*b*d^2)

 d

 x

 b

  ε c = 0,35%   

εs

 As

g

L

q 

011 , 0 , 0013 , 0 , 
2 

1 1 maxmin2

cd yd

cds ≈ ≈ ⎟ 
⎟ 

⎠ 

⎞ 

⎜ 
⎜ 

⎝ 

⎛ − − = = ρ ρ ρ 
bd f 

M 

f 

f 

bd 

A E
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REINFORCED CONCRETE BEAM OR SLAB

Partil factor or global safety factor method

Bending moment
L[m]= 6.00

gk[kN/m]= 7.00 gammaG= 1.35

qk[kN/m]= 3.00 gammaQ= 1.5

ME[kNm]= 62.78

Rectangular cross-section

Dimensions b= 1 d= 0.17

Factors γc= 1.5 αcc= 1 γs= 1.15

Concrete fck [MPa] = 20 acc*fck/γc= 13.3 fctm= 2.2

Rebars fyk [MPa] = 500 yd=fyk/γσ= 434.8

Reratio ρmin [%] = 0.130ξ=x/d< ξmax 0.45

Estimate z ~ 0,9 d

As~Md/(z*fyd)= 0.000944

A[m^2]= 0.000933ρ [%] = 0.55ρ >ρmin ? PRAVDAξ=x/d= 0.22ξ<ξmax? PRAVDA ρ max[%] = 1.10

General Table
m = Md/ Reratio ρ ξ=x/d /d = 1 - 0,4* εs As Md 

/(b*d^2*fcd)  [%]  [%] m^2 [kNm]

0.00 0.00000 0.00 1.00 - 0.00000 0.0

0.05 0.15737 0.06 0.97 5.11 0.00027 19.3

0.10 0.32376 0.13 0.95 2.30 0.00055 38.5

0.15 0.50091 0.20 0.92 1.36 0.00085 57.8

0.20 0.69124 0.28 0.89 0.89 0.00118 77.1

0.25 0.89821 0.37 0.85 0.61 0.00153 96.3

0.30 1.12714 0.46 0.82 0.41 0.00192 115.6

0.35 1.38698 0.57 0.77 0.27 0.00236 134.9

0.40 1.69521 0.69 0.72 0.16 0.00288 154.1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

M/(fcd*b*d^2)

 

 d 

 x 

 b 

 εc=0,35% 

 εs 

 As 

g  

L  

q  

011,0,0013,0,
2

11 maxmin2

cdyd

cds ≈≈⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛ −−== ρρρ

bdf

M

f

f

bd

A
E
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Attachment 6 – MATHEMATICA notebook Fit_distribution.nb 

 

Fit data to distribution functions  
Statistical characterization  of data.  It  takes the following  steps:

1- Obtain  the   characteristics  of  datas:  number  of elements,  mean,  variance,  standard   deviation  and  coefficeint  of

variation

2- By the method  of moments  obtain the indicated  distribution parameters

3-Manually  the  values  of the  steps in the  hystogram are  introduced,  and  then  perform  the  Chi  square  test of goodness

of fit  and  draw  the hystogram  and  the adjusted  density distribution  function.  Gives two values of Confidence  level,  the

first  one  corresponding  to  a  degrees  of freedom  equal  number  of intervals  minus  1 and  the  second  one number  of

intervals -3.

4-Draw  the data  points asignig  a probability of p =m/(n+1).  m = number  of order,  n= number  of data  and  the  cumula -

tive distribution function,  both in real  scale  and  double logarithmic  scale (i.e.,   z = -Log(-Log  x))

Distributions defined:  normal  or gauss,  lognormal  or  lognor,  gamma,  weibull,  and extrems  or gumbel

Last updated  2 May 2004  

Data 
Packages needed 
 
$TextStyle = 9FontSize → 14, FontFamily .> "Arial " <; 
Data 
data = {1.3, 4.3, 1.3, 5.4, 3.7, 3.8, 4., 2.9, 3.2, 4.5, 4., 3.4, 2.4, 
1.8, 1.7, 2.2, 4.1, 2.6, 4.1, 3.3, 3.5, 3.7, 2.4, 2.8, 2.5, 3., 3.3, 2.6, 
2.9, 2.4, 2.6, 2.9, 2.8, 3.1, 3.2, 3.4, 3.5, 3.2, 3.3, 3.};  
distributions = 9"normal","lognormal", "gamma"<;
numdistributions = LengthAdistributionsD;  
Descriptive statistic 
ndata = LengthAdataD
mean = MeanAdataD

variance = VarianceAdataD

deviation = StandardDeviationAdataD

coefvariation =
deviation
¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

mean  
40  
3.1025  
0.718199  
0.847466  
0.273156  

Distribution  functions  
Parameters of distribution  
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DoBIfBdistributionsPiT === "normal"……distributionsPiT === "gauss",

par1 = mean;

par2 = deviation;
distAiD = NormalDistributionApar1, par2D,

IfBdistributionsPiT === "lognormal"……distributionsPiT === "lognor",

w =
mean2 + deviation2
¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

mean2
;

par1 = .5LogB
mean2
¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
w

F;

par2 =
è !!!!!!!!!!!!!!!!!
LogAwD ;

distAiD = LogNormalDistributionApar1, par2D,

IfBdistributionsPiT === "gamma",

par1 =
mean2

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
deviation2

;

par2 =
deviation2
¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

mean
;

distAiD = GammaDistributionApar1, par2D,

IfBdistributionsPiT === "weibull",

par1 = a ê.

FindRootB
mean2

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
deviation2

==
GammaA1 + 1

¢¢¢¢
a
D

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

GammaA1+ 2¢¢¢¢
a
D. GammaA1+ 1¢¢¢¢

a
D
2
, 9a, .1<

par2 =
mean

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
GammaB1+ 1

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
par1

F
;

distAiD = WeibullDistributionApar1, par2D,

IfBdistributionsPiT === "extrems"……distribucionesPiT === "gumbel",

par1 = media. NB

è !!!!
6 EulerGamma deviation

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
π

F;

par2 = NB
deviation

è !!!!
6

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
π

F;

distAiD = ExtremeValueDistributionApar1, par2D,

PrintA"Error: the distribution ", i, " H", ditributionsPiT, "is not defined
BreakADFFFFF, 9i, numdistributions<F

Quantiles 
DoA

PrintAdistAiDD;
PrintA NAQuantileAdistAiD, 0.5D, 4D, " ",

NAQuantileAdistAiD, 0.75D, 4D, " ",

NAQuantileAdistAiD, 0.9D, 4D, " ",

NAQuantileAdistAiD, 0.95D, 4D, " ",
NAQuantileAdistAiD, 0.99D, 4D, " ",

NAQuantileAdistAiD, 0.999D, 4D, " ",

NAQuantileAdistAiD, 0.9999D, 4DD;

PrintA" "D,
9i, 1, numdistributions<D  

NormalDistributionA3.1025, 0.847466D  
3.1025 3.67411 4.18857 4.49646 5.074 5.72137 6.25424  

 
LogNormalDistributionA1.09623, 0.268257D  
2.99285 3.58645 4.22075 4.65281 5.58612 6.85654 8.11633  
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GammaDistributionA13.4023, 0.23149D  
3.02569 3.62454 4.226 4.61518 5.4059 6.38894 7.27698  

 

Goodness  of Fit Test   
xmax = 1.5MaxAdataD;
xmin = .9 MinAdataD;  
Defining  the intervals 
Adjust the intervals  length  in order  to obtain  more  or less the  same  number  of samples  in each  interval  (minimum  

samples)  
intervals = 92.3, 2.7, 3, 3.3, 3.7, 4.1, xmax<;
count = RangeCountsAdata, intervalsD  
95, 7, 5, 6,7, 5, 5, 0<  
frecuencies = DropAcount, .1D; 
numintervals = LengthAintervalsD;
PrependToAintervals,xminD;  
total = Plus@@frecuencies; 
hystogr = 99intervalsP1T,0.<<; 
Draws  the histogram 

DoBAppendToBhystogr, 9intervalsPiT,
frecuenciesPiT

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
total HintervalsPi+1T .intervalsPiTM

=F;

AppendToBhystogr, 9intervalsPi +1T,
frecuenciesPiT

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
totalHintervalsPi +1T .intervalsPiTM

=F,

9i,numintervals<F

AppendToAhystogr, 9intervalsPnumintervals +1T, 0.<D;  
hystogram = ListPlotAhystogr, PlotJoined → True, DisplayFunction → IdentityD; 
Performs of Chi square test  and draw the density function 
DoBestadW = 0.;

DoBnj = frecuenciesPjT;

ej = HCDFAdistAiD,intervalsPj +1TD. CDFAdistAiD,intervalsPjTDM total;

estadW = estadW +
Hnj. ejM2.
¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

ej
,

9j,numintervals<F;

alfa = H1.CDFAChiSquareDistributionAnumintervals .1D, estadWDM 100.;

alfa1 = H1.CDFAChiSquareDistributionAnumintervals .3D, estadWDM 100.;

PrintAdistAiDD;
PrintA"Estimator W = ", estadW," Degrees of freedom = ", numintervals.1D;

PrintA"Confidence level between ",alfa1, " and ", alfa, " %"D;

PrintA" "D;

fdensity = PlotAPDFAdistAiD,xD, 9x,intervalsP1T +.001, intervalsPnumintervals+
DisplayFunction → IdentityD;

ShowA9hystogram ,fdensity<,

PlotLabel → distributionsAAiDD,

DisplayFunction → $DisplayFunctionD,
9i, numdistributions<F;

NormalDistributionA3.1025, 0.847466D  
Estimator W = 0.635298 Degrees of freedom = 6  
Confidence level between 95.9062 and 99.5782 %  
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2 4 6 8

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
normal

 
LogNormalDistributionA1.09623, 0.268257D  
Estimator W = 1.31828 Degrees of freedom = 6  
Confidence level between 85.8267 and 97.064 %  

 

2 4 6 8

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

lognormal

 
GammaDistributionA13.4023, 0.23149D  
Estimator W = 1.00414 Degrees of freedom = 6  
Confidence level between 90.9168 and 98.5455 %  

 

2 4 6 8

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
gamma

 
Distribution  functions   
Distribution of the data points  
datosord = SortAdataD; 

probab = TableB
i

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
ndata+ 1.

, 9i, 1,ndata<F;
 

loglogprob = .LogA.LogAprobabDD; 
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points1 = 99datosordP1T, probabP1T<<; 
points2 = 99datosordP1T, .LogA.LogAprobabP1TDD<<; 
DoApoints1 = AppendToApoints1, 9datosordPiT, probabPiT<D, 9i, 2,ndata<D; 
DoApoints2 = AppendToApoints2, 9datosordPiT, loglogprobPiT<D, 9i, 2, ndata<D; 
p1 = ListPlotApoints1,

Prolog → 9PointSizeA.02D<,
DisplayFunction → Identity, PlotRange → AllD; 

pp3 = ListPlotApoints2,

Prolog → 9PointSizeA.02D<,

DisplayFunction → Identity,
PlotRange → AllD;  

p3 = ShowApp3,

Prolog → 9PointSizeA.02D<,
DisplayFunction → IdentityH∗,

AxesOrigin→90.,.1.5<,

Ticks→9Automatic,

99..834,".1"<,9.366,".5"<,92.25,".9"<,
92.97,".95"<,94.6,".99"<<<∗M D;  

Draws in  normal and double-logaríthmic scale 
DoAfdistrib1AiD = PlotACDFAdistAiD, xD, 9x,xmin, xmax<,

PlotStyle → 9DashingA9.008 i1.5, .02i<D<,

DisplayFunction → IdentityD,
9i,1, numdistributions<D;  

DoAfdistrib2AiD = LogPlotACDFAdistAiD,xD, 9x,xmin, xmax<,

PlotStyle → 9DashingA9.008 i1.5, 0.02i<D<,

DisplayFunction → IdentityD,
9i,1, numdistributions<D;  

DoAfdistrib3AiD = PlotAEvaluateA.LogA.LogACDFAdistAiD, xDDDD, 9x, xmin, xmax<,

PlotStyle → 9DashingA9.008 i1.5, 0.02i<D<,

DisplayFunction → IdentityD,
9i, 1, numdistributions<D;  

ShowA9p1, fdistrib1A1D, fdistrib1A2D, fdistrib1A3D<,

AspectRatio → 1.2,

GridLines → 9None, 90.95<<,
DisplayFunction → $DisplayFunctionD;  
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2 3 4 5 6 7 8

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
ShowA9p3, fdistrib3A1D, fdistrib3A2D, fdistrib3A3D<,

AspectRatio → 1.2,

AxesOrigin → 9xmin, .3<,

PlotRange → 99xmin,xmax<, 9.3,7<<,

GridLines → 9None, 92.97,6.9<<,
Ticks → 9Automatic,

99.1.93, ".001"<, 9.1.527, ".01"<, 9..834,".1"<, 9.366, ".5"<,

92.25, ".9"<, 92.97, ".95"<, 94.6,".99"<, 96.9, ".999"<

<<, H∗ 99.21,".9999"<∗M
DisplayFunction → $DisplayFunctionD;  

2 3 4 5 6 7 8

.001
.01

.1

.5

.9

.95

.99

.999
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Attachment 7 – MATHEMATICA notebook “FORM.nb” 
 

FORM 
This  notebook compute  the  reliability  index,  failure  probability and  influence  factors  in  level  II,  using  the  package

"Reliability L̀evel2".  In  this package  those  variables  are  determined  through  the  algorithm  "Normal  Tail  Approxima

tion" as is explained  in the  book of Madsen  et  al.:  Methods  of Structural  Safety,  pp. 94 and  following.

The failure  function  of the  limit  state  must  be  defined  and,  also,  the  independent  basic  variables  given  by a  matrix

with a row for  each  variable  with the kind of distribution function  assumed,  the  mean  and the  standard  deviation.

The following  names  of distribution functions  are  implemented:

"normal"  or "gauss",

"lognormal"  or "lognor",

"gamma",

"logistic",

"uniform",

"weibull",   and

"extremes"  or "gumbel".

The iterations  defined  in  the loop of the  algorithm  is stopped  when  the differences  between  two consecutive values  i

less than the  error  defined.  
Needs["Reliability`Level2`"] 
LImit State functio 
Define  the limit  state  function  
gAz_D :=

zAA1DD HzAA2DD∗zAA3DDM∗HzAA4DD .HHzAA2DD∗ zAA3DDMêH2∗zAA5DD∗ bMMM.
zAA6DD HzAA7DD +zAA8DDM∗L2 ê8  

Deterministic variable 
b = 1;

L = 6.; 
Ramdom variable 
Define the variables  matrix:  distribution function,  mean  and  standard  deviation 
m = {{"lognormal",  1,.1},

{"normal",  0.00082  ,0.00082*0.05},   

 {"lognormal",  560,560*0.054},   

 {"normal",0.22,0.01}  ,

 {"lognormal",  30,30*0.167},    

 {"lognormal",  1.2,.18},

 {"normal",  0.007,0.007*.1},    
 {"gumbel",  .0008,.0008*0.6   } 

};

 
Failprob[m,g] 
Obtain the  reliability index beta  ; the failure  probabilities; and the sensitivity factor for each variable  
beta = 3.80004, PhiH.betaM = 7.23367×10.5 H 5 iterationsM 
alpha = 9.0.442388, .0.223455, .0.230898, .0.216807, .0.0258585, 0.661535, 0.334996, 0.321747<  
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Attachment 8 – MATLAB package “Level2.m” 
 
 
BeginPackage["Reliability`Level2`"] 
 
Needs["Statistics`ContinuousDistributions`"] 
 
Failprob::usage = 
  "Work out the Hassofer-Lind  reliability index and the  
  coefficients of sensitivity using the algorithm  Norman Tail 
  Approximation given  in STRUCTURAL SAFETY  by 
   Madsen et al., p94 . It admits a maximum of 10 variables  " 
 
Characterization::usage = 
 " Characterize the distribution functions given by a matrix " 
 
Factores::usage = 
 " Gives the sensitivity factors" 
 
Begin["`Private`"] 
 
Off[Part::partw] 
 
Grad[s_, var_List] := D[s, #]& /@ var   (* Definition of Grad*) 
invnormal[y_]:=Sqrt[2.] InverseErf[2y-1]; 
 
Failprob[matrix_,g_]:=   
Module[ 
 { n=First[Dimensions[matrix]], 
  znew=muiter=Transpose[matrix][[2]], 
   sigmaiter=Transpose[matrix][[3]], 
  distnor=NormalDistribution[0.,1.], 
   error= 10.^(-3),   (* error admited *) 
   betanterior=0, 
   ind=0, 
   z,aux,gradiente,gradpart, ceta,muzeta,sigmazeta,alpha,beta,prob   }, 
 z=Array[a,n]; 
 gradiente=Grad[g[z],z] ; 
 Characterization[matrix];    (* Characterization of the variables *) 
 Do[                                        (*  iterative cycle *) 
   ziter=znew; 
   partic=Take[{z[[1]]->ziter[[1]],z[[2]]->ziter[[2]],z[[3]]->ziter[[3]], 
     z[[4]]->ziter[[4]],z[[5]]->ziter[[5]],z[[6]]->ziter[[6]], 
    z[[7]]->ziter[[7]],z[[8]]->ziter[[8]],z[[9]]->ziter[[9]], 
    z[[10]]->ziter[[10]]},n]; 
           (*  iteration values *) 
    Do[                
   aux = invnormal[CDF[dist[i],ziter[[i]]]]; 
   sigmaiter[[i]] = PDF[distnor,aux]/PDF[dist[i], ziter[[i]] ]; 
   muiter[[i]] = ziter[[i]] - aux sigmaiter[[i]], 
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     {i,n}];  
   gradpart=gradiente/.partic; 
   ceta=gradpart . ziter; 
   muzeta=gradpart . muiter; 
   sigmazeta=Sqrt[(gradpart^2).(sigmaiter^2)]; 
   alpha = -(gradpart*sigmaiter)/sigmazeta;  
   beta = -(ceta-g[ziter]-muzeta)/sigmazeta;  
   znew = muiter + beta(alpha * sigmaiter); 
   prob=CDF[distnor,-beta]; 
   ind++ 
   If[Abs[beta-betanterior] < error,Break[],betanterior=beta],   
 {10}];  
 
 Print["beta = ",N[beta,5], ", Phi(-beta) = ",ScientificForm[prob]," ( \ 
",ind," iterations)" ]; 
 Print["alpha = ",N[alpha,3] ] 
] 
 
Factores:= 
Module[ 
 {alpha,znew,muiter,sigmaiter}, 
 Print["alpha = ",N[alpha,4]]; 
 Print["znew = ",N[znew,4]]; 
 x=(znew-muiter)1./sigmaiter; 
 Print["x = ",N[x,4]] 
] 
 
Characterization[matrix_]:= 
Module[ 
 {w,par1,par2,a, 
 n=First[Dimensions[matrix]] 
 }, 
 Do[    
 If[matrix[[i,1]]==="normal"||matrix[[i,1]]==="gauss", 
   par1=matrix[[i,2]]; 
   par2=matrix[[i,3]]; 
  dist[i]=NormalDistribution[par1,par2], 
 If[matrix[[i,1]]==="lognormal"||matrix[[i,1]]==="lognor", 
   w=(matrix[[i,2]]^2 + matrix[[i,3]]^2)/matrix[[i,2]]^2; 
   par1=.5Log[matrix[[i,2]]^2/w]; 
   par2=Sqrt[Log[w]]; 
  dist[i]=LogNormalDistribution[par1,par2], 
 If[matrix[[i,1]]==="gamma", 
   par1=matrix[[i,2]]^2/matrix[[i,3]]^2; 
   par2=matrix[[i,3]]^2/matrix[[i,2]]; 
  dist[i]=GammaDistribution[par1,par2],   
 If[matrix[[i,1]]==="logistic", 
   par1=matrix[[i,2]]; 
   par2=matrix[[i,3]] Sqrt[3.]/Pi; 
  dist[i]=LogisticDistribution[par1,par2],     
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 If[matrix[[i,1]]==="uniform", 
   par1=matrix[[i,2]]-Sqrt[3.] matrix[[i,3]] ; 
   par2=matrix[[i,2]]+Sqrt[3.] matrix[[i,3]] ; 
  dist[i]=UniformDistribution[par1,par2],     
 If[matrix[[i,1]]==="weibull", 
   par1=a /. FindRoot[ matrix[[i,2]]^2/ matrix[[i,3]]^2== 
        Gamma[1+1/a]/(Gamma[1+2/a]-
Gamma[1+1/a]^2),{a,.1}]; 
   par2=matrix[[i,2]]/Gamma[1+1/par1]; 
  dist[i]=WeibullDistribution[par1,par2], 
 If[matrix[[i,1]] === "extremes" || matrix[[i,1]] ==="gumbel", 
   par1 = matrix[[i,2]] - N[(Sqrt[6]*EulerGamma*matrix[[i,3]])/Pi]; 
   par2 = N[matrix[[i,3]]*Sqrt[6]/Pi];  
  dist[i] =  ExtremeValueDistribution[par1, par2], 
 Print["Error: the distribution ", i ," (",matrix[[i,1]], 
  ") is not defined. "]; 
   Return[]]]]]]]], 
 {i,n}]  
  
 ] 
  
 End[] 
 
 
EndPackage[]\.1a 
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Attachment 9 – MATHCAD sheet “FORM2.mcd” 

MATHCAD sheet "FORM2.mcd", FORM for g(X)= R - E = 0 assuming

general three parameter lognormal distribution LN(μ,σ,α) of E and R 

1. Parameters for E and R: Highlighted regions μE 50:= wE 0.2:= αE 1.14:= σE wE μE⋅:=
Default distribution of R - two parameter lognormal μR 100:= wR 0.1:= αR 3 wR⋅ wR

3+:= σR wR μR⋅:=
2. Parameter C and skewness α:

Check: 
Distribution parameter C

given by the skewness α: C α( )

3

α2
4+ α+

3

α2
4+ α−−

3
2

:=
C 0( ) 0=

Distribution bound x0

(μ - 6 σ for zero α ): x0 μ σ, α,( ) μ σ
C α( )

− α 0≠if

μ 6σ− otherwise

:= x0 μR σR, αR,( ) 8.527− 10
14−×=

x0 μE σE, αE,( ) 22.522=

Transformation of parametersm σ α,( ) ln C α( )( )− ln σ( )+ 0.5( ) ln 1 C α( )
2+( )⋅−:= s α( ) ln 1 C α( )

2+( ):=
3. Probability density of E and R (for any α):

φE x( ) dlnorm sign αE( ) x x0 μE σE, αE,( )−( )⋅ m σE αE,( ), s αE( ),[ ] αE 0≠if

dnorm x μE, σE,( ) αE 0=if

:=

φR x( ) dlnorm sign αR( ) x x0 μR σR, αR,( )−( )⋅ m σR αR,( ), s αR( ),[ ] αR 0≠if

dnorm x μR, σR,( ) αR 0=if

:=

4. Distribution function of E and R (for any α)  :

Φ E x( ) 0.5 1 sign αE( )−( )⋅ sign αE( ) plnorm sign αE( ) x x0 μE σE, αE,( )−( )⋅ m σE αE,( ), s αE( ),[ ]+ αE 0≠if

pnorm x μE, σE,( ) αE 0=if

:=

Φ R x( ) 0.5 1 sign αR( )−( )⋅ sign αR( ) plnorm sign αR( ) x x0 μR σR, αR,( )−( )⋅ m σR αR,( ), s αR( ),[ ]+ αR 0≠if

pnorm x μR, σR,( ) αR 0=if

:=

5. FORM iteration process:Guess values:xE μE 0.005 μR μE−( )⋅+:= xR xE:= Number of iterations n 1 4..:=
β n xR xR←

xE xE←

σRe
dnorm qnorm Φ R xR( ) 0, 1,( ) 0, 1,( )

φR xR( )
←

μRe xR σRe qnorm Φ R xR( ) 0, 1,( )⋅−←
σEe

dnorm qnorm Φ E xE( ) 0, 1,( ) 0, 1,( )

φE xE( )
←

μEe xE σEe qnorm Φ E xE( ) 0, 1,( )⋅−←
β μRe μEe−

σRe
2 σEe

2+( )0.5
←

aR
σRe−

σRe
2 σEe

2+( )0.5
←

aE
σEe

σRe
2 σEe

2+( )0.5
←

xR μRe aR β⋅ σRe⋅+←
xE μEe aE β⋅ σEe⋅+←

i 1 n..∈for

β

:= β n

3.304

2.904

2.904

2.904

=
pf pnorm β− 0, 1,( ):=

pf n

-44.77·10

-31.843·10

-31.844·10

-31.844·10

=

1 2 3 4
2.8

3

3.2

3.4

β
n

n  
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Attachment 10 – MATHCAD sheet “FORM7.mcd” 

MATHCAD sheet "FORM7" for calculation of the reliability index β and
failure probability assuming a non-linear limit state function 

g(X) = a0 + a1*X1( a2*X2 + a3*X3) + a4*X4 (a5*X5+a6X6+a7X7)

  and general three parameter lognormal distribution LN(μ,σ,α) of basic

variables X1, X2, X3, X4, X5, X6 and X7

A General three-parameter lognormal distribution for any α
1. Parameter C and skewness  α :

Check: 

Distribution parameter C

given by the skewness α: C α( )
3

α2
4+ α+

3

α2
4+ α−−

3
2

:= C 0( ) 0=

Distribution bound x0

(μ - 6 σ for zero α ):
x0 μ σ, α,( ) μ σ

C α( )− α 0≠if

μ 6σ− otherwise

:= x0 0 1, 1,( ) 3.1038−=

2. Probability density φ  and distribution function Φ (for any  α ): 

Standardised variable: u x μ, σ,( ) x μ−
σ:= Transformed standardised variable:

uu x μ, σ, α,( ) ln u x μ, σ,( ) 1

C α( )+⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠ ln C α( ) 1 C α( )2+⋅⎛⎝ ⎞⎠+

sign α( ) ln 1 C α( )2+( )⋅
α 0≠if

u x μ, σ,( ) otherwise

:=

uu 50 50, 10, 0,( ) 0=
Density probability function:

φ x μ, σ, α,( ) dnorm uu x μ, σ, α,( ) 0, 1,( )
σ u x μ, σ,( ) 1

C α( )+⋅ ln 1 C α( )2+( )⋅
α 0≠if

dnorm uu x μ, σ, α,( ) 0, 1,( )
σ otherwise

:= φ 50 50, 1, 0,( ) 0.3989=

Distribution function: Φ x μ, σ, α,( ) pnorm uu x μ, σ, α,( ) 0, 1,( ):= Φ 100 100, 10, 0,( ) 0.5=
B FORM method for determination of the reliability index β and probability pf  

 Coefficients a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6 and a7 of the limit state functions and 

 Input parameters for basic variables {X}={X1, X2, X3, X4, X5, X6 and X7}  

Three parameter

lognormal distribution

LN(μ,σ,α) for any α, if

α= 0 then the normal

distribution is used .

When X1 and X4 are

model uncertainties

then LN(μ,σ) is used. 

i 1 7..:=
Index

0

1

2

3

4

5

6

7

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:= a

0.

1

1

1

1−
1

1

1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:= μ

0

1.

100

10

1

50

10

0.01

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:= σ

1

0.05

10

1

0.05

10

5

0.01

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:= α

0

0.15

0.301

0.301

0.15

0.608

1.14

0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:= x0
i

x0 μi σi, αi,( ):=
x0

1
8.3195− 10

4−×=
x0

2
8.5265− 10

14−×=

Check of the bounds x0
3

8.8818− 10
15−×= x0

4
8.3195− 10

4−×= x0
5

0= x0
6

3.7388−= x0
7

0.05−=
The check of the

initial gues values 
x
i

μi:= x
1

a
0

a
4

x
4

⋅ a
5

x
5

⋅ a
6

x
6

⋅+ a
7

x
7

+( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦−
a
1

a
2

x
2

⋅ a
3

x
3

⋅+( )⋅:= x
1

0.5455=
187
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4. FORM iteration procedure: Probability of failure pf is determined from the reliability index β 

Number of iterations n 1 5..:=
The initial guess

values of X
βn x μ←

x
1

a
0

a
4

x
4

⋅ a
5

x
5

⋅ a
6

x
6

⋅+ a
7

x
7

+( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦−
a

1
a

2
x
2

⋅ a
3

x
3

⋅+( )⋅←

σei

dnorm qnorm Φ x
i

μi, σi, αi,( ) 0, 1,( ) 0, 1,( )
φ x

i
μi, σi, αi,( )←

μei x
i

σei qnorm Φ x
i

μi, σi, αi,( ) 0, 1,( )⋅−←

u
i

x
i

μei−
σei

←

i 1 7..∈for

g
1

a
1

a
2

x
2

⋅ a
3

x
3

⋅+( )σe1⋅←
g

2
a

1
a
2

⋅ x
1

⋅ σe2⋅←
g

3
a

1
a
3

⋅ x
1

⋅ σe3⋅←
g

4
a

4
a

5
x
5

⋅ a
6

x
6

⋅+( )⋅ σe4⋅←
g

5
a

4
a
5

⋅ x
4

⋅ σe5⋅←
g

6
a

4
a
6

⋅ x
4

⋅ σe6⋅←
g

7
a

4
a
7

⋅ x
4

⋅ σe7⋅←
β g u⋅( )−

g g
→⋅( )0.5

←

aa
i

g
i

g g
→⋅( )0.5

←

x
i

μei aa
i

β⋅ σei⋅−←

i 1 7..∈for

x
1

a
0

a
4

x
4

⋅ a
5

x
5

⋅ a
6

x
6

⋅+ a
7

x
7

+( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦−
a

1
a
2

x
2

⋅ a
3

x
3

⋅+( )⋅←

j 1 n..∈for

β

:=
The value x2 is

calculated

from g (X)= 0

Equivalent

normal

distributions of

the basic

variables X. 

Standardised variables

Derivatives of g(X):

Reliability index:

Sensitivity factors:

New design point

to be used in the

next iteration, go

back to the

section 5 and use

this data in a new

run 

Iteration of the

reliability index β 

β

0

2.9022

2.9303

2.9292

2.929

2.9289

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= pf pnorm β5− 0, 1,( ):=
pf 1.7006 10

3−×=
Probability of

failure pf 
 



Annex B –Elementary methods of structural reliability II 

 B - 47  

Attachment 11 – EXCEL sheet “FORM7.xls” 

EXCEL sheet RORM7.xls - FORM iterative computation of the reliability index beta

Limit state function g(X)= a0+a1*X1*( a2*X2+a3*X3)+a4*X4*( a5*X5+a6*X6+a7*X7)

Basic variables Xi are approximated by general three-parameter lognormal distribution 

LN(mu,sigma, skew), which becomes automatically normal distribution when skew = 0.

 Note that: skew = 3sigma/mu for two-parameter lognormal distribution

skew = 1.14 for Gumbel distribution

skew = 2sigma/mu for Gamma distribution 

A B C D E F G H I J K L

Input data  The initial x1 is automatically calculated, do not change x1

i ai Xi Guess of  x2 80,00 Lognormal of Xi

0 0 mu sigma skew C x0 Design p. u uu phi PHI

1 1 1,000 0,050 0,150 0,050 0,00 0,963 -0,74 -0,73 6,3395 0,2319

2 1 100,000 10,000 0,301 0,100 0,00 65,451 -3,45 -4,20 0,0000 0,0000

3 1 0,010 0,010 0,301 0,100 -0,09 0,009 -0,07 -0,02 40,2671 0,4918

4 -1 1,000 0,050 0,150 0,050 0,00 1,035 0,71 0,72 5,9511 0,7642

5 1 30,000 10,000 0,000 0,000 infinity 54,089 2,41 2,41 0,0022 0,9920

6 1 5,000 2,000 1,140 0,364 -0,496 5,727 0,36 0,53 0,1581 0,7015

7 1 1,000 1,000 1,140 0,364 -1,748 1,061 0,06 0,24 0,3914 0,5943

Requirement for the design point, skewi>0 then x0i<xi, when skewi<0 then x0i>xi

Iteration of the FORM method - enter the new x manually instead of the initial x

ai xi Equivalent normalDeriv. SensitivityNew point  Partial factors

0 0 mue sigmae ui gi ui*gi alpha New x ฀฀x/mu

1 1 0,998 0,048 -0,73 3,15 -2,308 0,240 0,963 0,963

2 1 75,000 6,529 -1,46 6,286 -9,194 0,479 65,451 Enter the 0,655

3 1 0,010 0,010 -0,02 0,01 -2E-04 0,001 0,009 new xi 0,948

4 -1 0,998 0,052 0,72 -3,09 -2,228 -0,236 1,035 to x2 1,035

5 1 30,000 10,000 2,41 -10,4 -24,94 -0,788 54,089 to x7 1,803

6 1 4,567 2,195 0,53 -2,27 -1,201 -0,173 5,727 in H16 1,145

7 1 0,825 0,991 0,24 -1,03 -0,245 -0,078 1,061 to H21 1,061

Sum 13,13 -40,12 1,000

1 beta in iter. n 3,0551 Macro procedure

Required acc. 0,001 beta in iter. n-1 3,0551 1,8E-05 Accuracy reached

Probability of failure pf=PHI(-beta) - command =NORMDIST(-G34;0;1;1) 1,1E-03

The whole iteration procedure may be performed manually following instruction given 

in the cells K27 to K32 or using Macro "ITERATION". 

Note that the initial gueas of variables X2 to X7 should be enteredto the cells H16 to H21.

Number of iter.
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Attachment 12 – MATLAB package “FORM7.m” 
 
function pf = FORM7 
%  DESCRIPTION, 28.02.2005 
%     FORM7a evaluates the probability of failure pf considering the limit state function 
% 
%                g(X)=A0 + A1*X1*(A2*X2+A3*X3) + A4*X4*(A5*X5+A6*X6+A7+A7) 
%  
%  FUNCTIONS USED 
%     LNDENS(x,ske,me,se), LNDIST(x,skr,mr,sr), NDENS(x), NDIST(x) and NDINV(p) 
%  INPUT 
%     Input data (except A0) are loaded from the files A.dat (coefficients A), and X.dat 
(parameters 
%     of the basic variables X). All the basic variables are characterised by the mean m, 
standard deviation s 
%     and skewness sk (arbitrary). The FORM procedure approximates the basic variables by 
general  
%     lognormal distribution LN(m,s,sk), including normal distribution (for sk=0). 
%      
%  OUPUT 
%     val   : failure probability pf 
%  VERSION 
%     MH, Czech Technical University in Prague, Klokner Institute, 28.2.2005 
%  Initialization 
% %loading external data files 
load A.dat, load X.dat, %The matrix X can be also defined in the comand window 
A0=0;% additive constant (not included in the data file A.dot), default value A0=0. When A0 
is different from 0, 
 % numrical probles may arise. Then a new alternative initial point (for example modifying 
resistance) may be choosen.   
for i=1:1:7; 
 x(i)=X(i,1); % Initial guess value of basic variables 
end 
x(1)=-(A0+A(4)*x(4)*(A(5)*x(5)+A(6)*x(6)+A(7)*x(7)))/(A(1)*(A(2)*x(2)+A(3)*x(3))); % 
Initial guess value of x1 
% FORM iterations 
acc=0.001;delta=1;betap=0;j=0;%required accuracy (may be modified if required)initial 
iteration parameters 
while delta > acc %for j=1:1:5 %Iteration loop for a given accuracy (5 cycles are usually 
sufficient for acc = 0.001) 
 j=j+1; % The indicator of the number of cycles 
 for i=1:1:7; % Loop for transformation of original distributions to equivalent normal 
ditributions 
 
se(i)=NDENS(norminv(LNDIST(x(i),X(i,1),X(i,2),X(i,3))))/LNDENS(x(i),X(i,1),X(i,2),X(i,3
)); 
 me(i)=x(i)-se(i)*norminv(LNDIST(x(i),X(i,1),X(i,2),X(i,3))); 
 u(i)=(x(i)-me(i))/se(i); % Standardized variables    
 end 
 % Derivatives of g(X)     
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 g(1)=A(1)*(A(2)*x(2)+A(3)*x(3))*se(1);g(2)= A(1)*A(2)*x(1)*se(2);g(3)= 
A(1)*A(3)*x(1)*se(3); 
 g(4)=A(4)*(A(5)*x(5)+A(6)*x(6))*se(4); g(5)= A(4)*A(5)*x(4)*se(5);g(6)= 
A(4)*A(6)*x(4)*se(6); 
 g(7)= A(4)*A(7)*x(4)*se(7);  
 % Auxiliary quantities 
 gg=sqrt((g(1)*g(1)+g(2)*g(2)+g(3)*g(3)+g(4)*g(4)+g(5)*g(5)+g(6)*g(6)+g(7)*g(7))); 
 gu=g(1)*u(1)+g(2)*u(2)+g(3)*u(3)+g(4)*u(4)+g(5)*u(5)+g(6)*u(6)+g(7)*u(7); 
 % Reliability index 
 beta =-gu/gg; 
 for i=1:1:7; % Loop for determining sensitivity factors and a new design point   
 aa(i)=g(i)./gg; % sensitivity factors 
 x(i)=me(i)-beta.*aa(i).*se(i); % New design point   
 end 
 x(1)=-
(A0+A(4)*x(4)*(A(5)*x(5)+A(6)*x(6)+A(7)*x(7)))/(A(1)*(A(2)*x(2)+A(3)*x(3))); % Initial 
guess value of x1 
 delta=abs(beta-betap); % Difference of beats of two last cycles 
 betap=beta; % Saving the current beta 
end 
%    Outputs 
Number_of_iterations_snd_achieved_accuracy=[j,delta], 
Alphas=[aa(1),aa(2),aa(3),aa(4),aa(5),aa(6),aa(7)], 
Design_points=[x(1),x(2),x(3),x(4),x(5),x(6),x(7)], 
Design_points_over_means=[x(1)/X(1,1),x(2)/X(2,1),x(3)/X(3,1),x(4)/X(4,1),x(5)/X(5,1),x(6
)/X(6,1),x(7)/X(7,1)], 
beta, %a1=aa(1),a2=aa(2),a3=aa(3),a4=aa(4),a5=aa(5),a6=aa(6),a7=aa(7),% To be printed if 
needed     
pf=NDIST(-beta); % Answer of the function FORM7 
% The end of the function FORM7 
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Attachment 13 – MATLAB function “Lndens (x,mu,sigma,sk)” 
 
function val = Lndens (x,mu,sigma,sk) 
%  DESCRIPTION 
%     NDENS evaluates the one-dimensional normal density function. 
%  CALL 
%     val = Lndens (x,sk); 
%     val = Lndens (x,sk,mu,sigma); 
%  INPUT 
%     x     : real vector of arguments 
%     sk    : coefficient of skewness (must be given) 
%     mu    : mean value; optional; default = 0.0 (i.e. standard) 
%     sigma : std. dev. > 0; optional; default = 1.0 (i.e. standard) 
%  OUPUT 
%     val   : vector of normal density values for the x's 
%  VERSION 
%     Milan Holicky, Czech Technical University in Prague, Klokner Institute 
%     18.09.1999 
%  Initialization 
if nargin < 3 
 mu    = 0.0; 
 sigma = 1.0; 
end 
%  Evaluate 
x   = (x-mu)/sigma;                        % normalize 
c=(0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3)-(-0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3);%constant of lognormal 
if c==0; % sk=0  
 x0=10^10; 
 else 
 x0=-1/c; %bound of the distribution    
 end 
if sk>0; %check of x range 
 if x0>x 
 error ('x out of range') 
 else 
 end 
else 
 if x0<x 
 error('x out of range') 
 else 
 end 
end 
% 
if abs(c)>0.0001; %if for c=0 (sk=0) 
 tt=sign(sk)*(log(abs(x+1/c))+log(abs(c))+0.5*log(1+c^2))/((log(1+c^2))^0.5); 
 else 
 tt=x; 
 end 
if abs(c)>0.0001; %if for c=0 (sk=0) 
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 val = exp(-0.5*tt.^2)/(sqrt(2*pi)*sigma*abs(x+1/c)*(log(1+c^2))^0.5);  
else 
 val = exp(-0.5*tt.^2)/(sigma*sqrt(2*pi));    
end 
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 Attachment 14 – MATLAB function “Lndist (x,mu,sigma,sk) ” 

 
function val = Lndist (x,mu,sigma,sk) 
%  DESCRIPTION, 18.09.1999 
%     LNDIST evaluates the one-dimensional lognormal distribution function. 
%  CALL 
%     val = lndist (x,sk) 
%     val = lndist (x,sk,mu,sigma) 
%  INPUT 
%     x     : real vector of arguments. 
%     sk    : coefficient of skewness; default = 0.0 (i.e. normal distribution) 
%     mu    : mean value; optional; default = 0.0 (i.e. standard). 
%     sigma : std. dev. > 0; optional; default = 1.0 (i.e. standard). 
%  OUPUT 
%     val   : vector of the lognormal distribution evaluated at the x's. 
%  VERSION 
%     Milan Holicky, Czech Technical University in Prague, Klokner Institute 
%  Initialization 
if nargin < 3 
 mu    = 0.0; 
 sigma = 1.0; 
end 
x   = (x-mu)/sigma;             % standardize 
c=(0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3)-(-0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3);%constant of lognormal 
if c==0; % sk=0  
 x0=10^10; 
 else 
 x0=-1/c; %bound of the distribution    
 end 
if sk>0; %check of x range 
 if x0>x 
 error ('x out of range') 
 else 
 end 
else 
 if x0<x 
 error('x out of range') 
 else 
 end 
end 
if abs(c)>0.01; %if for c=0 (sk=0) 
 tt=sign(sk)*(log(abs(x+1/c))+log(abs(c))+0.5*log(1+c^2))/((log(1+c^2))^0.5); 
 else 
 tt=x; 
end 
val = normcdf(tt);%(1+erf(tt/sqrt(2)))/2;     % transformed error function 
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Attachment 15 – MATLAB function “Ndens (x, mu,sigma)” 

 
function val = ndens (x, mu,sigma) 
% 
%  DESCRIPTION 
%     NDENS evaluates the one-dimensional normal density function. 
% 
%  CALL 
%     val = ndens (x); 
%     val = ndens (x, mu,sigma); 
% 
%  INPUT 
%     x     : real vector of arguments 
%     mu    : mean value; optional; default = 0.0 (i.e. standard) 
%     sigma : std. dev. > 0; optional; default = 1.0 (i.e. standard) 
% 
%  OUPUT 
%     val   : vector of normal density values for the x's 
% 
%  VERSION 
%     Niels Jacob Tarp-Johansen 
%     Department of Structural Engineering and Materials  
%     Technical University of Denmark 
%     15.06.1999 
% 
 
 
%  Initialization 
if nargin < 2 
 mu    = 0.0; 
 sigma = 1.0; 
end 
 
%  Evaluate 
x   = (x-mu)/sigma;                        % normalize 
val = exp(-0.5*x.^2)/(sigma*sqrt(2*pi)); 
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Attachment 16 – MATLAB function “Ndinv (p)” 

 
function [x] = norminv(p,mu,sigma) 
%NORMINV Inverse of the normal cumulative distribution function (cdf). 
%   X = NORMINV(P,MU,SIGMA) returns the inverse cdf for the normal 
%   distribution with mean MU and standard deviation SIGMA, evaluated at 
%   the values in P.   
%   Default values for MU and SIGMA are 0 and 1, respectively. 
% 
%   MH, Klokner Institute, CTU Prague 4.8.2003  
%    
if nargin < 2 
 mu = 0; 
end 
if nargin < 3 
 sigma = 1; 
end 
% Return NaN for out of range parameters or probabilities. 
 sigma(sigma <= 0) = NaN; 
 p(p < 0 | 1 < p) = NaN; 
 x0 = -sqrt(2).*erfcinv(2*p); 
 x = sigma.*x0 + mu;
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Attachment 17 - MATLAB function “Ndist (x, mu,sigma)” 
function val = ndist (x, mu,sigma) 
% 
%  DESCRIPTION 
%     NDIST evaluates the one-dimensional normal distribution function. 
% 
%  CALL 
%     val = ndist (x) 
%     val = ndist (x, mu,sigma) 
% 
%  INPUT 
%     x     : real vector of arguments. 
%     mu    : mean value; optional; default = 0.0 (i.e. standard). 
%     sigma : std. dev. > 0; optional; default = 1.0 (i.e. standard). 
% 
%  OUPUT 
%     val   : vector of the normal distribution evaluated at the x's. 
% 
%  VERSION 
%     Niels Jacob Tarp-Johansen 
%     Department of Structural Engineering and Materials 
%     Technical University of Denmark 
%     13.06.1999 
%  Initialization 
if nargin < 2 
 mu    = 0.0; 
 sigma = 1.0; 
end 
 
%  Evaluation 
x   = (x-mu)/sigma;             % standardize 
val = (1+erf(x/sqrt(2)))/2;     % transform error function 
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Summary 
 

The basic European standard for design of buildings and other engineering works, 
EN 1990 “Basis of structural design”, provides alternative design procedures, for which 
national choice is allowed. One of the most important questions concerns three fundamental 
combinations of actions for persistent and transient design situations in the Ultimate limit 
states. Simple example of generic structural member shows, that the alternative load 
combinations may lead to considerably different reliability levels. Probabilistic methods of 
structural reliability theory are used to identify characteristic features of each combination and 
to formulate general recommendations. It appears that further calibration studies concerning 
structures made of different materials are needed during the examination period of EN 1990 
in order to analyse all possible consequences of national choice. 

 

 

1 INTRODUCTION 

 

1.1 Background materials 
Each part of Eurocodes, including basic document EN 1990 [1], contains a number of 

the Nationally Determined Parameters (NDP) for which national choice is allowed. In 
accordance with the Guidance paper L concerning the Construction Products Directive an 
important two years period after date of availability of each Eurocode Part is allowed to fix 
the NDPs. However it is expected that calibration will continue during the coexistence period, 
which starts at the end of the National calibration period and lasts up to three years after the 
national publication of the last Part of a Package.  

 

 

1.2 General principles 
Basic concepts of code calibration are mentioned in Annex C of EN 1990 [1], in the 

International Standard ISO 2394 [2] and ISO 13822 [3]. Additional information may be found 
in the background document developed by JCSS [4] and in recently published handbook [5] 
to EN 1990 [1]. Guidance for application of probabilistic methods of structural reliability may 
be also found in working materials provided by JCSS [6] and in relevant literature listed in [5] 
and [6].  

In general NDPs may be calibrated either by direct comparison or by probabilistic 
methods. Results of both approaches are usually combined with judgement (as mentioned in 
ISO 2394 [2]). In this study probabilistic approach is applied mainly, a direct comparison of 
load effects is shortly described in Appendix A to this contribution. Note that for the 
probabilistic calibration software products [7,8,9] can be used. In particular the programme 
[9] is intended for calibration purposes. Special purpose MATLAB functions and 
MATHCAD sheet attached to this Annex may be also used for calibration studies. 
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It should be noted that two aspects of calibration might be explicitly considered: 
reliability and economy (see also Handbook 1). However, the following text shall be primarily 
concerned with reliability of structures with respect to ultimate limit states. Additional 
calibration aspects may concern fire safety of structures (see Handbook 5) or other accidental 
design situations. In particular EN 1990 [1] requires that in the case of fire, the structural 
resistance shall be adequate for the required period of time.  

To consider all the above-mentioned aspects of structural reliability, an appropriate 
design lifetime, design situations and limit states should be considered (as described in 
Handbook 1). Note that the basic lifetime for a common building is 50 years and that, in 
general, four design situations are identified: persistent, transient, accidental and seismic.  
 
 

2 FUNDAMENTAL LOAD COMBINATIONS 
 

In the following, the combination of three actions is considered: permanent action G, 
imposed load Q (leading) and wind W (accompanying). EN 1990 [1] for the fundamental 
combination of these loads in persistent and transient design situations introduces three 
alternative procedures denoted here A, B and C. The loads (actions) G, Q and W and their 
characteristic values Gk, Qk and Wk denote generally load effects (for example internal 
bending moments) of appropriate loads (actions) and should be distinguished from the 
original loads (actions) themselves. However, when mutual proportions of loads (actions) and 
load effects are the same, then the distinction between load and load effects is not needed. 

Design value of action effect Ed is obtained using the characteristic values Gk, Qk and 

Wk and appropriate partial factors γG, γQ, γW and reduction factors ξ, ψQ and ψW as follows. 
 

A. Considering the formula (6.10) in EN 1990 [1], the design value of action effect Ed 
is given as 

 Ed = γG Gk + γQ Qk + γW ψW Wk (1) 

B. An alternative procedure is provided in EN 1990 [1] by twin expressions (6.10a) 
and (6.10b)  

 Ed = γG Gk + γQ ψQ Qk + γW ψW Wk (2) 

 Ed = ξ γG Gk + γQ Qk + γW ψW Wk (3) 

The less favourable action effect from (2) and (3) should be considered. In equation 

(3) ξ is a reduction factor for unfavourable permanent actions G. Note that in equations (1) to 
(3) “+” generally implies “to be combined with”. 

 
C. In addition EN 1990 [1] allows further modification of alternative B, simplifying 

equation (2) by considering permanent loads only, thus the load effect is then  

 Ed = γG Gk   (4) 

The less favourable action effect resulting from (3) and (4) is then considered. In 

addition to the combinations A, B, C provided in EN 1990 [1] (for recommended values γG = 

1,35, γQ = 1,5) an additional combination may be also considered in the analysis to illustrate 
the sensitivity of the resulting reliability level to partial factors, and the possible effect of their 
reduction.  

 
If the leading action is wind W, then in equations (1) and (2) instead of reducing wind 

action W by factor ψW, the imposed load Q should be reduced by the appropriate factor ψQ. 
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Factors γG, γQ and γW denote the partial factors of actions G, Q and W (the partial factors for 

both variable actions are equal, γQ = γW). 

 
To investigate resulting load effects under various intensities of variable actions, the 

characteristic values of Gk, Qk and Wk are related using quantities χ given as the ratio of 
variable actions Qk+Wk to total load Gk+Qk+Wk, and ratio k of accompanying action Wk to 
the main action Qk 

 χ = (Qk+Wk)/(Gk+Qk+Wk), k = Wk/Qk (5) 

Note that a realistic range of χ is from 0,1 to 0,6. However in some cases the load ratio χ may be very low if not zero (e.g. underground garages). 

 
For a given design value of the load effect Ed the characteristic values of individual 

actions Gk, Qk, Wk can be expressed using variables χ and k as follows 

 Gk = 

)1)(1(
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 )(

d
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χγψγψγξ −+
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, Qk = 
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G
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The factors ξ, γG and γQ indicated in the first relationship of (6) in brackets are applied 
in the same way (either yes or no) as in equations (1) to (4) for alternative combination rules 
A, B and C. 

  

For alternative A, equation (1) is valid in the whole range 0 ≤ χ ≤ 1, whereas using 

alternative B, equation (2) is valid in the interval 0 ≤ χ ≤ χlim,B and equation (3) in the interval χlim,B ≤ χ ≤ 1. Correspondingly, for alternative C equation (4) is valid in the interval 0 ≤ χ ≤ χlim,C and equation (3) in the interval χlim,C ≤ χ ≤ 1. The limiting values χlim,B and χlim,C can be 
derived from equations (2) to (5) as follows  

 χlim,B= 
)()())(1(1

))(1(1

WWQQG

G

ψbkȖψaȖkȖ
kȖ

−+−++−
+−

ξ
ξ

 (7) 

 χlim,C= 
kbȖaȖkȖ

kȖ

WQG

G +++−
+−

))(1(1

))(1(1

ξ
ξ

 (8) 

where the auxiliary variable a = 1 and b = ψW when for k ≤ (1–ψQ)/(1–ψW) (imposed 

load Q is the leading action) and a = ψQ and b = 1 when k > (1–ψQ)/(1–ψW) (action W is the 
leading action). 

 
EN 1990 allows through the National Annex, which will be published by national 

standardisation institution  
 • Which of the combination expression to use, and • The specification of appropriate safety factors 
 
Thus, the National Annexes should include the recommendation of one of the 

alternatives indicated in EN 1990 [1] for a fundamental combination of actions in the 

Ultimate limit states and partial factors γG and γQ for permanent and variable actions. 
Considering a generic structural member it will be shown that the choice of these nationally 
determined parameters may significantly affect the resulting reliability level. Partial and 
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reduction factors γ, ψ and ξ recommended in EN 1990 [1] and used in this paper are 
summarized in Table 1.  
 
Table 1. Partial and reduction factors. 

Action Partial factors γ 

Combination factor ψ 

Reduction factor ξ 

Permanent G 1,35 1,0 0.85 

Imposed Q 1,5 0,7 - 

Climatic W 1,5 0,6 - 

 
In addition to the factors indicated in Table 1 other values will be used to make comparison of 
Eurocode procedures with some national rules. 
 
 

3 GENERIC STRUCTURAL MEMBER 
 

In case of generic structural member it is assumed that the characteristic value Rk of 
the resistance R may be defined as the 5% fractile of R and the design value Rd as 

 Rd = Rk/γR (9) 

where γR denotes the global resistance factor (commonly expected to be within the 
range from 1 to 1,2). The significance of both values Rk and Rd is obvious from Figure 2, 

where the random variable R is described by the probability density function ϕR (R), and the 
design value Rd is indicated as a particular value of R corresponding to a certain small 
probability p of being violated. 

 

 

 
Figure 2. Random variable R, the characteristic value Rk and design value Rd. 

 
 

In design calculation of a structural member the design value Rd of the resistance R is 
normally obtained by substituting design values Xdi for the random variables Xi, thus  

 Rd = R(Xdi) (10) 

 

 p 

σR σR

μRRd 

ϕR(R)

R Rk 

 5% 
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This expression is also used in design of members for the generic structural member 
and for the different materials. 
 

Table 2 shows the assumed values for the global resistance factor γR and the 
coefficient of variation VR, used in the following reliability analysis for a generic cross-
section.  
 
 

Table 2 Global resistance factor γR, the coefficient of variation VR and the mean factor ω. 

 

 Middle value Range 

EN - global safety factor γR = Rk /Rd 1,15 1,0 – 1,3 

BSI - global safety factor γR = Rk /Rd, BSI 1,10 1,0 – 1,20 

The coefficient of variation VR 0,15 0,10 – 0,25 

The mean factor ω = μR/Rk 1,28 1,10 – 1,40 
Note 1. The coefficient of variation VR includes the variability of the model uncertainty assumed to have the 
coefficient of variability 0,05.   

Note 2. The values are different for BSI codes reflecting the fact that lower values of μR are used for particular 
materials.  

 
 

A middle values for the global safety factor γR = 1,15, for the coefficient of variation 

VR = 0,15 and for the mean ratio ω = μR/Rk = 1,28 are considered in the following example of 
a code condition.  
 
 

4 PRINCIPLES OF RELIABILITY ANALYSIS 

 

4.1  Limit state function  
 The most important step in reliability analysis is definition of a limit state function 
(reliability margin) Z(X) separating safe and unsafe domain of basic variables X. In this report 
the limit state function Z(X) is considered as in a simple form as a difference between the 
resistance R(X) and the load effect E(X)  

 Z(X) = R(X) – E(X) = θR R0(X) – θE E0(X) (11) 

where factor θR represents uncertainties of the resistance model R0(X) and factor θE represents 
uncertainties of the load effect model E0(X). The vector X denotes all the basic variables 
entering the expressions for the resistance R(X) and the load effect E(X). Taking into account 
general expressions (1) to (4) the load effect E0(X) may be written as  

 E(X) = θE (G0 + Q0 + W0) (12) 

 Considering the limit state function given by equation (11) and expression (12) giving 
the load effect, it follows that basic variables R, G, Q, and W covering effects of model 
uncertainties are defined as follows 

 R = θR R0(X), G= θE G0, Q= θE Q0, W= θE W0 (13) 

 Taking into account equation (13), the limit state function (11) may be written in a 
simple form as 

 Z(X) = R – (G + Q+ W) (14) 
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Note that the cumulative basic variables R, G, Q, W in equation (14) include effects of the 

factors θR and θE (see equation (13)). 
 

4.2 Probabilistic models of basic variables 
It is assumed that structural members are designed economically, which means that the 

design value of the resistance Rd(X) equals the design value of the load effect Ed(X)  

 Rd(X) = Ed(X) (15) 

It should be noted that normally (due to several reasons) the design resistance Rd(X) is greater 
than the design load effect Ed(X), which may provide additional safety margin not considered 
here. 

 

Assuming a certain set of partial and combination factors γ, ψ, and ξ, the design 
expression (15) can be used to specify the characteristic values Xk of each basic variable X. 
The probabilistic characteristics (the mean, standard deviation) of each basic variable X can 
be then related to its characteristic value Xk as indicated in Table 3. 

 
 

Table 3. Probabilistic models of basic variables for time invariant reliability analysis using 
Turkstra's rule (combination of 50-year maximum of leading action and an annual maximum 
of accompanying action). 

No. Category of  
variables 

Name of basic 
variables 

Sym.
X 

Dim-
ension 

Distri-
bution 

Mean μX 

St.dev. σX 

1 Actions Permanent G0 kN N Gk 0,1μX 
2  Imposed - 5 years Q0 kN/m2 GU 0,2Qk 1,1μX 
2  Imposed - 50 y. Q0 kN/m2 GU 0,6Qk 0,35μX

3  Wind - 1 year W0 kN/m2 GU 0,3Wk 0,5μX 
4  Wind - 50 year W0 kN/m2 GU 0,7Wk 0,35μX 

5 Resistance Resistance R kN/m2 LN Rk +1.65σR 0,15μX 

6 Uncertainty  Uncertainty  θE - LN 1 0.05 

 
 Probabilistic models indicated in Table 3 are based on data available in the 
recommendation of JCSS [4,6] and literature [11,12,13,14]. As mentioned above the 
probabilistic characteristics indicated in Table 3 represent just conventional models that might 
be slightly conservative.  

 
Note that the mean of a resistance R indicated in Table 3 in terms of the characteristic 

value Rk and the standard deviation σR may be assessed assuming a given coefficient of 
variation VR using relationship  

 μR = Rk exp(1,65 VR) (16) 

Under this assumption the mean resistance factor ω considered in Table 2 is given as  

  ω = μR / Rk = exp(1,65 VR) (17) 

Considering the coefficient of variation VR = 0.15, the mean resistance factor becomes ω = 1.28 as indicated in Table 2. 
 
It should be emphasised that the probabilistic models of basic variables indicated in 

Table 3 are primarily intended as "conventional models" in time invariant reliability analysis 
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of structural members using Turkstra's combination rule [10] (explained also in [2]) for the 
probabilistic calibration of the rules for combination of actions.  

 
Conventional models indicated in Table 3 should enable the objective comparison of 

results of various reliability studies expected in the near future in connection with 
implementation of the present suite of Eurocodes into the national systems of design codes. 
However, when the reliability of different types of structural members under particular 
conditions is assessed, the proposed models in Table 3 may have to be adjusted to the 
concrete conditions of the analysed structural member. 
 

4.3 Reliability measures 
The probability of failure Pf is the basic reliability measure used in this study. It can be 

expressed on the basis of a limit state (performance) function Z(X) defined in such a way that 

a structure is considered to survive if Z(X)> 0 and to fail if Z(X) ≤ 0. An example of the 
function Z(X) is given by equation (14). In a general case the failure probability Pf can be 
determined using the integral 

 Pf  = Prob(Z ≤ 0) = ( )∫
≤0)(

d
Xg

g XXϕ  (18) 

where ϕg(X) denotes joint probability density distribution of the basic variable X, 
which may not be , however, available. 

 
Assume that both the resistance R(X) and the load effect E(X) represent a single 

variable X used to analyse structural performance (e.g. axial force or bending moment that is 
represented by R(X) and E(X)). Then the integration indicated in expression (18) may be 
simplified and the probability Pf can then be expressed as: 

 Pf  = Prob(Z(x) ≤ 0) = ( ) ( )∫∞∞−
Φ xxx RE dϕ  (19) 

where ϕE(x) denotes the probability density function of E(X), ΦR(x) the distribution of R(X). 

To use equation (19) both the probability density function ϕE(Z) and the distribution function ΦR(x) must be known (at least in an approximate form). Simplified procedure based on 
expression (19) is used in this study.  

 
Note that there are commercially available software products (e.g. VaP, COMREL), 

which can be used to determine the failure probability Pf in more complicated cases than 
considered here (when expression (19) cannot be used). These software products were used in 
this study to check results obtained by numerical integration based on expression (19).  

In Annex C of EN 1990 an alternative measure of reliability is conventionally defined 

by the reliability index β, which is related to Pf as 

 )(f β−Φ=P  (20) 

where Φ is the cumulative distribution function of the standardised normal distribution. The 

relation between Pf and β is indicated in Table 4. 
 

Table 4. Relation between β and Pf. 

Pf 10-1 10-2 10-3 10-4 10-5 10-6 10-7 β 1,28 2,32 3,09 3,72 4,27 4,75 5,20 
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Table C2 of EN 1990 recommends for the ultimate limit state of buildings over a fifty 

year design working life a target value of reliability index βt = 3,8. If one year period is 

considered in reliability verification, then βt = 4,7. Both the equivalent reliability measures, 

the failure probability Pf and the reliability index β, are used in this study.  
 
 

4.4 Sensitivity factors 
 Sensitivity factors of the First Order Reliability Methods (FORM) are normally used 
[1,2] to calibrate design values of basic variables and partial safety factors. Considering the 
limit state function Z(X) (reliability margin) given by equation (11), the sensitivity factors for 
the four cumulative variables R, G, Q, W can be defined in terms of their standard deviations σR, σG, σQ and σW as follows 

 
g

R
R σ

σα = , 
g

G
G σ

σα = , 
g

Q

Q σ
σα = , 

g

W
W σ

σα =  (21) 

 

where σg denotes the standard deviation of Z(X) given as  
 

 2222

WQGRg σσσσσ +++=  (22) 

   

 In the following investigation the sensitivity factors αR, αG, αQ and αW defined by 
equation (21) are considered together with the failure probability Pf and the reliability index β. It should be underlined that αR, αG, αQ and αW defined by (21) refer to cumulative 

variables R, G, Q, W, which include effects of the factors of model uncertainties θR and θE 
(see equation (13)). 
 
 

5 RESULTS FOR THE GENERIC CROSS-SECTION 
 

5.1 One variable action 
 Results of the reliability analyses are presented in graphical form that indicates 

variation of the reliability index β, failure probability Pf, and sensitivity factors αR, αE, αG, αQ 

and αW with the load ratio χ. In particular Figure 3 shows results of a simple case of one 
variable action only (the main variable action Q); Figure 3 indicates the variation of  
 

- the reliability index β,  
- failure probability Pf, and 

- for expression 6.10 of EN 1990 sensitivity factors αR, αE, and partial sensitivity 

factors αG, αQ and αW 
 

with the load ratio χ. 
 

For the analysis it has been assumed that a single variable action, the imposed load Q 

having the characteristic given in Table 3 is acting on the generic element only (i.e. k = 0.0). 

A middle value for the global safety factor γR = 1,15 and for coefficient of variation VR = 0,15 
have been considered. 
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Figure 3. Variation of the reliability index β, the failure probability Pf and the sensitivity 

factors αR, αE, αG, αQ and αW with the load ration χ for k = 0, for a generic cross-section 

assuming γR = 1,15 and the coefficient of variation VR = 0,15. 
 
 

It follows from Figure 3 that for the assumed higher coefficient of variation VR = 0,15 
only the combination rule A (i.e. expression (6.10) of EN 1990) [1] seems to be fully 

acceptable (β > 3.8 and Pf.< 7,23×10-5) in the interval 0 < χ < 0.8, however the reliability 

level considerably varies with χ. In some cases the alternative A might lead to an uneconomic 
design.  

The alternative B (i.e. expression (6.10a) and (6.10b) of EN 1990) is acceptable in a 

slightly shorter range of χ, 0 < χ < 0.7 than the variant A but provides obviously much more 

uniform distribution of reliability level with χ. Obviously it would lead to a more economic 
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design than the alternative A. Alternative C (i.e. modified expression (6.10a) and (6.10b) of 

EN 1990 [1]) is providing rather low reliability level particularly for the interval 0 < χ < 0.3 

and should not be used unless partial factors γ are changed.  
 
Similar results were obtained in previous studies [11,12,13,14] of structural elements 

made of different materials (concrete and steel elements). These studies differ from the 

presented results primarily by the value of the partial factor γR and the coefficient of variation 
VR (and also by the asymmetry of the distribution of R). Just the conclusions formulated above 
seem to be supported by a number of different material oriented examples.  

 

Note that the sensitivity factor αR increases to about αR ~ 0,9 while the factor αE 

decreases, αE > - 0,5, indicating that the resistance gives a greater contribution to safety than 
intended by EN 1990. However this conclusion is strongly dependent on assumed coefficient 

of variation VR. With increasing VR the sensitivity factor αR increases. It is interesting to note 
that than the sensitivity factors are very close to the values recommended in EN 1990 [1], i.e. αR ~ 0,9 αE ~ -0,7. 

 

5.2 Two variable actions 
A more general case when two variable actions (a leading imposed load Q, together 

with an accompanying action W) are acting is shown in Figure 4, which (similarly as Figure 
3) shows the variation of the  

 • reliability index β,  • failure probability Pf, and  • for expression 6.10 of EN 1990 sensitivity factors αR, αE, αG, αQ and αW  

with the load ratio χ for k = 0,75 and the coefficient of variation VR = 0,15. 
 

The case considered for Figures 3 (i.e. k = 0, with a single imposed load Q acting) is 
extended so that a more detailed insight of the effect for the reliability parameters considered 
can be obtained. However Previous investigations [11,12] clearly show that reliability in case 
of two variable actions is considerably greater than reliability in case of one variable action.  
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Figure 4. Variation of the reliability index β, the failure probability Pf and the sensitivity 

factors αR, αE, αG, αQ and αW with the load ratio χ for k = 0.75, for a generic cross section 

assuming γR = 1,15 and the coefficient of variation VR = 0,15. 
 
 

It follows from Figure 4 that for the assumed coefficient of variation VR = 0,15 and the 
consideration of two variable actions the reliability of the generic cross-section exposed to 
two variable actions is considerably greater than the reliability of the same cross-section 

exposed to one variable action only. This finding also indicates that the factor ψW may be 

rather high. Note that the sensitivity factors αR seems to be slightly greater than the values αR 

= 0,8 considered in EN 1990 [1] and αE in absolute value is less than αE = - 0,7 recommended 
in [1]. This finding depends on assumed variability of basic variables.  
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Figure 5. Variation of the reliability index β with the load ratio χ and partial factor for 

resistance γR and k = 0 (i.e. imposed load Q is the only variable action), for the generic-cross 

section assuming partial safety factors ψG = 1,35 and ψQ = 1,5, and the coefficient of variation 
VR = 0,15. 

 
 

It follows from Figure 5 that for the assumed variables the acceptable domain of the 

load ratio χ and the coefficient of variation VR is limited by the contour line determined as an 

intersection of the β surface and the plain β = 3,8 in Figure 5. Obviously with increasing γR 

reliability index β increases, γR = 1.15 would be satisfactory for most of the practical range of 

the load ratio χ (for the load ratio χ.< 0,8).  

 

γR  
χ  

β  
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6 CONCLUDING REMARKS 
 

The newly available EN 1990 provides alternative design procedures and parameters 
that should be unambiguously specified in the National Annexes of Member States of CEN. 
These alternative design procedures lead in some cases to significantly different reliability 
levels. Preparation of National Annexes is therefore a complicated task for each Member 
State. Furthermore, the Eurocode standards recognise the responsibility of the regulatory 
authorities in each Member State and safeguard their right to determine values related to 
regulatory safety matters at national level.  

Simple examples of a generic structural member confirm the results of the earlier 
studies that the reliability of structures, designed according to the alternative combination 
rules provided in EN 1990 by expressions (6.10), (6.10a) and (6.10b), may vary considerably. 
Expression (6.10) leads to the most reliable but in some cases uneconomical structures. Twin 
expressions (6.10a) and (6.10b) provide a lower but comparatively most uniform reliability 
level for all load ratios. Moreover, they seem to fully comply with EN recommendations 
(reliability index 3,8 for a 50-year time period). The lowest reliability is obtained from the 
third alternative, given by modified expression (6.10a) and expression (6.10b). This 
alternative seems to lead to a rather low reliability level, particularly for structures exposed 
mainly to a permanent load.  

In order to make an unambiguous recommendation for National Annexes to EN 1990, 
further investigations are urgently needed. Obviously more complicated structural elements, 
made of various materials, should be analysed and compared. Such a calibration activity 
should preferably be organised on an international level. The short-term objective of these 
activities should be to develop the necessary background materials for preparation of the 
National Annexes. The long-term objective should be to further harmonization of the 
alternative design procedures considered during the next revision of the present generation of 
Eurocodes.  

It is expected that further calibration studies concerning structures made of different 
materials will be needed during the examination period of EN 1990 (next few years) in order 
to analyse all possible consequences of national choice. 
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APPENDIX A. DIRECT COMPARISON OF LOAD EFFECTS 

 

 

Deterministic approach – the global load factor 

 
Concept of the global load factor is sometimes used to compare various alternatives 

for load combination with no regard to a resistance of a structure. The deterministic global 

load factor γE follows directly from codified combination rules and given partial factors 
without any probabilistic consideration; it is simply expressed as  

 

 γE = Ed / (Gk + Qk + Wk) (A.1) 
 

where the design load effect Ed is given by one of equations (1) to (4) depending on the 
combination rule considered (for example combination rules A, B or C). It follows from 

equation (1) to (4) and (A.1) that in general deterministic γE may be expressed as  
 

 γE = (1 - χ) γG (ξ) + (γQ (ψQ) + k γW (ψW)) χ / (1+ k) (A.2) 
 

where the factors in brackets (ξ), (ψQ) and (ψW) are applied in accordance with the principles 
of appropriate combination rule. For example assuming that Q is the leading variable load and 
W is accompanying load, the combination rule A based on expression (6.10) of EN 1990 [1] 

the global factor γE follows from (1) and (A.2) as  
 

 γE = (1 - χ) γG + (γQ  + k γW ψW) χ / (1+ k) (A.3) 
 

Similarly the global factors γE of other combination rules B and C may be obtained from 
general expression (A.2). It follows from (2) that equation (A.2) becomes 
 

 γE = (1 - χ) γG + (ψQ γQ  + k γW ψW) χ / (1+ k) (A.4) 
 
When equation (3) is applied, then equation (A.2) becomes 
 

 γE = (1 - χ) γG ξ + (γQ + k γW ψW) χ / (1+ k) (A.5) 
 
When equation (4) is applied, then equation (A.2) becomes 
 

 γE = (1 - χ) γG (A.6) 
 

Thus combination rule A is described by equation (A.3), combination B by equations 
(A.4) and (A.5), combination rule C by equations (A.4) and (A.6). 

Figure A.1 shows the global factor γE for all three-combination rules A, B and C 
assuming the load factor k = 0 (two loads G and Q are considered only). It is interesting to 

note that the global load factor γE is strongly dependent on the load factor k. Figure A.2 shows 
the case of three variable actions G, Q and W assuming k = 0,75. Similar results may be 
obtained for any load ratio k. However, it is well recognised that decisive requirements 
(compare Figures 3 and 4) for calibration of reliability elements follow from combinations of 
two actions only (G and Q). Figure A.2 just illustrates variation of the global factor with the 

load ratio χ in the case of two variable actions. 
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Figure A.1. The global load factor γE for the combination rules A, B and C assuming k = 0. 
 

 

Figure A.2. The global load factor γE for the combination rules A, B and C assuming k = 0,75. 
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Probabilistic approach – the theoretical global load factor 
 
Probabilistic approach to comparison of load effects E considers the probability p of E 

exceeding Ed = γE (Gk + Qk + Wk), thus the probability 
 

 p = P(E > Ed)  (A.7) 
 

The probability p is obviously dependent on the global load factor γE determining the load 
effect Ed as follows from equation (A.1). When probabilistic models of actions G, Q and W 

are known, then for a given value of γE the probability p may be determined. Let us remind 

that in accordance with the principles of EN 1990 [1] (considering αE = -0.7 and β = 3.8) the 
recommended value of the probability p given by equation (A.4) is  

 

 pE = Φ(αE β) = Φ(- 0,7 3,8) = 0,004 (A.8) 
 
Assuming probabilistic models of actions G, Q and W considered above in accordance 

with Table 3, variation of the theoretical load factors γE with the load factor χ for selected 

probabilities p is shown in Figure A.3 together with the deterministic load factors γE described 

above. In Figure A.3 full lines indicate the theoretical (probabilistic) load factors γE, the 

dashed lines indicate the deterministic load factors γE.  
 
 

Figure A.3. The global load factor γE for the combination rules A, B and C assuming k = 0 

and theoretical values of γE corresponding to selected probabilities of E exceeding Ed 
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Figure A.3 clearly indicates differences between the theoretical global factors γE 
determined using probabilistic approach and corresponding deterministic values described by 
equation (A.2). It follows from Figure A.3 that the deterministic values are greater than the 

theoretical values of γE corresponding to the probability p = 0,004 indicated in equation (A.5). 
Thus, the Eurocode combination rules seem to be on a safe side, in particular the combination 

rules A and B. Note that for small load ratios χ the combination rule C provides lower values 

of the global factor than the theoretical γE and, therefore, seems to be unsatisfactory.  

Figure A.3 further indicates that the theoretical γE is better followed up by γE 
corresponding to the combination rule B than those corresponding to the combination rules A 
or C. In that sense direct comparison of load effects confirms conclusions of previous studies 
when both the load effect and resistance are taken into account.  

 

Figure A.4. Variation of the theoretical and deterministic global factor γE with the load ratio χ 
and the probability p assuming the combination rule A. 

 
 

Variation of the global factor γE with the load ratio χ and the probability p clearly 
indicates that the combination rule A, represented in Figure A.4 by a plane, is rather safe (and 
perhaps uneconomic) substitution of the theoretical (probabilistic) values.  
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APPENDIX B. EFFECT OF THE RESISTANCE VARIABILITY 

 

 
In reliability analysis of a generic cross section the coefficient of variability VR = 0.15 

and the partial factor γR = 1,15 are assumed as an example of a code condition. However, 
resistance of various structural members made of different materials may have different 
variability and the partial factor. The coefficient of variability VR can be expected within a 
broad range from 0,05 up to almost 0,50 (including uncertainty resistance model). This should 

be reflected by appropriate value of the partial factor γR. Assuming lognormal distribution of 

R, the partial factor γR corresponding to the coefficient of variation VR can be expressed as  
 

 γR = exp(−1,65 VR)/exp(αE β VR) = exp(−1,65 VR)/exp(− 3,04 VR) (B.1) 
 

where αE β  = − 0,8 × 3,8 = − 3,04 as recommended in EN 1990 [1]. Note that for VR = 0,10 

equation B.1 yields the partial factor γR = 1,15.  

Figure B.1 shows the variation of the partial factor γR with the coefficient of variability 

VR together with corresponding reliability index β determined taking into account the partial 

factor γR as a function of VR given by equation (B.1). In Figure B.1 the combination rule A 
and a generic cross section are considered only.  

 

Figure B.1. Variation of the reliability index β of a generic cross section with the coefficient 

of variability VR for selected load ratios χ assuming the partial factor γR as a function of VR. 
 
 

 Figure B.1 indicates that if the partial factor γR is considered as a function of the 
coefficient of variability VR, the effect of resistance variability is not essential. Considering a 

realistic range of resistance variability 0,05 < VR < 0,25, differences in β values seem to be 
about 0,5. This finding justifies the concept of a generic cross section used in reliability 
analysis of alternative load combinations. 
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APPENDIX C. NOTATION 
 

 
E load effect including model uncertainty 

E0 load effect without model uncertainty 
Ed design value of the load effect E 
Ek  characteristic value of the load effect E 
Ed  design value of the load effect E 

G permanent load including model uncertainty, G = θ G0 

G0 permanent load without load uncertainty 

Gd design value of the resistance G, Gd=γG Gk 
Gk  characteristic value of the permanent load G 
k load ratio, k = Wk/Qk

 

Pf failure probability 

Q main (dominant) variable load including model uncertainty, Q = θ Q0 

Q0 main (dominant) variable load without model uncertainty 

Qd design value of the variable load Q, Qd=γQ Qk 

Qk  characteristic value of the variable load G 
R resistance including model uncertainty 

Rd design value of the resistance R, Rd=γR Rk 
Rk  characteristic value of the resistance R 

VR coefficient of variation 
W0 main (dominant) variable action without model uncertainty 

W  accompanying (non dominant) variable action including model uncertainty, W = θ W0 

Wd design value of the variable load W, Wd=γW Wk 

Wk characteristic value of the variable load W 

X vector of basic variables 
Z(X) limit state function αR sensitivity factors of R αE sensitivity factors of E αG sensitivity factors of G αQ sensitivity factors of Q αW  sensitivity factors of W β reliability index, )(f β−Φ=P  

ϕ() probability density function χ load ratio, χ =(Qk + Wk )/ (Gk + Qk + Wk ) γG partial factor for unfavourable permanent actions G γQ  partial factor for unfavourable variable actions Q γW partial factor for unfavourable variable actions W ψQ reduction factor for unfavourable permanent actions Q ψW reduction factor for unfavourable permanent actions W ξ reduction factor for unfavourable permanent actions G θ coefficient of model uncertainty Φ distribution function of standardised normal distribution 
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ATTACHMENTS 
 
 
 

1. MATLAB function "generic(gR,wr,k)". 
Matlab function "Generic" is intended for investigation of the combination rules 

provided in EN 1990. A general structural member of the resistance R (including model 
uncertainty) is considered. 

Function "Generic" calls function  
Action3(mr,sr,skr, Rd,k), which further calls functions  

Lnpf (mr,sr,skr,me,se,ske), which calls 
Lndens(x,ske,me,se) 
Lndist(x,skr,mr,sr) 
Ndinv(p) 

 

2. MATLAB function "Action3(mr,sr,skr,Rd,k)" 
MATLAB function "Action3" is intended for determining statistical characteristics of 

the load effect of different combinations of three actions.  
Function "Generic" calls function  

Lnpf (mr,sr,skr,me,se,ske), which further calls functions  
Lndens(x,ske,me,se) 
Lndist(x,skr,mr,sr) 
Ndinv(p) 

 

3. MATLAB function "Lnpf(mr,sr,skr,me,se,ske)" 
MATLAB function "Lnpf" calculates the failure probability using three parameter 

lognormal distribution for approximation of the load effect and resistance. 
Function "Lnpf" further calls functions  

Lndens(x,ske,me,se) 
Lndist(x,skr,mr,sr) 
Ndinv(p) 

 

4. MATLAB function "Lndens(x,mu,sigma,sk)" 
MATLAB function "Lndens" is intended for calculation of the probability density 

function of three-parameter lognormal distribution. The function is called by the function 
LNPF using command “Lndens(ske,me,se)”, and returns the value of probability density 
function. 
 

5. MATLAB function "Lndist(x,mu,sigma,sk)" 
MATLAB function "Lndist" is intended for calculation of the distribution function of 

three-parameter lognormal distribution. The function is called by the function LNPF using 
command “Lndist(skr,mr,sr),” and returns the value of the distribution function. 
 

6. MATLAB function "Ndinv(p)" 
MATLAB function "Ndinv" calculates the inverse distribution function of the normal 

distribution (determining the reliability index beta). The function is called by the function 
Action3 or Action3i using command “Ndinv(p)” (or “Ndinv(p,mu,sigma)” or Ndinv(p,mu)”), 
and returns the value of the inverse distribution function. 
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7. MATHCAD sheet"Generic.mcd" 
 MATHCAD function "Generic" is intended for investigation of the combination rules 
provided in EN 1990. A general structural member of the resistance r (including model 
uncertainty) is considered. 
 

8. MATHCAD sheet"Load effect.mcd" 
 MATHCAD sheet "LoadEffect" is intended for investigation of combination rules 
provided in EN 1990 by expressions (6.10), (6.10a) and (6.10b) considering three loads: G, Q 
and W. Turkstra's rule ( 50-year extremes of a leading and annual extremes of an 
accompanying action) is applied. 
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Attachment 1 – MATLAB function "generic(gR,wr,k)" 
 
 
function Gener=Gener(gR,wr,k)  
%  Program "Generic" is intended for investigation of the combination rules 
%  provided in EN 1990. 
%  A generic structural member of the resistance R (including model uncertainty) 
%  is considered.    
%  Function "Generic" calls function  
%     Action3i(mr,sr,skr, Rd,k,i), which further calls functions  
%     Ndinv(p), Lnpf (mr,sr,skr,me,se,ske), which calls 
%       Lndens(x,ske,me,se), Lndist(x,skr,mr,sr) and Ndinv(p) 
% 
%  INPUT data describing random variable R: Rd, gR, wR 
%   
%   VERSION 
%   MH, Klokner Institute, Czech Technical University in Prague, 1.08.2003 
% 
%   Input load ratio k = Wk/Qk used by the function "Action3i",  
 % k=0.00; % Input parameter that may be changed 
%   Characteristic of the resistance R 
 Rd=1; % may be chosen arbitrary 
 Rk=Rd*gR; % gR=1.15; gR given by a fixed value not related to wr and beta 
%   an alternative is indicated below in the first line of the loop for wr 
% 
%   Statistical parameters of R (having lognormal distribution) determined 
%   in the following loop for selected coefficients of variation wr  
 %for i= 3:3 % Range of the loop that may be adjusted.   
 %wr=0.05+(i-1)*0.05;  betat = 3.8; 
 % gR= exp(0.7*betat*wr)/exp(1.65*wr); Rk=Rd*gR; % alternatively 
 Kr=1; wKr=0.05; % lognormal distribution 
 mr=Kr*Rk*exp(1.645*wr); wr=(wr^2+wKr^2+wr^2*wKr^2)^0.5; 
 sr=mr*wr; skr=3*wr+wr^3; 
 % alternatively the mean mr=Rk/(1-1.645*wr) 
 Action3(mr,sr,skr,Rd,k) % Call function Action3i  
 %end 
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Attachment 2 – MATLAB function "Action3 generic(mr,sr,skr,Rd,k)" 
 
function Action3 = action3(mr,sr,skr,Rd,k) 
%  CALL 
%     Lnpf (mr,sr,skr,me,se,ske), which further calls LNDENS and LNDIST 
%  INPUT 
%     R: mr,sr,skr; E:me,se,ske; vector of real arguments 
%  OUPUT 
%     beta: vector of beta values 
%  VERSION 
%     Klokner Institute, Czech Technical University in Prague, 24.04.2002 
%  Laod factors and parameters: 
 gG=1.35; gQ=1.5; gW=1.5; psi1=0.7; psi2=0.6; wG=0.1; %psi1=psiQ, psi2=psiW 
% Characteristics of variable loads Q and W for k<=(1-psiQ)/(1-psiW) 
 if k<=(1-psi1)/(1-psi2); 
 mmQ=0.49; wQ=0.4; skQ=1.14; mmW=0.3; wW=0.5; skW=1.14; 
 else %Characteristics of variable loads Q and W for k>(1-psiW)/(1-psiQ) 
 mmQ=0.2; wQ=1.1; skQ=1.14; mmW=0.7; wW=0.35; skW=1.14; 
 end 
 
% Model uncertainties of actions 
 Ke=1; wKe=0.00; sKe=wKe*Ke;skKe=3*wKe+wKe^3; 
% Parameters k=Wk/Qk given in the function that calls Action3  
% Combination factors for expression (6.10) if k<=(1-psiQ)/(1-psiW)=0,75 or  k>(1-
psiW)/(1-psiQ)=0,75 
 if k<=(1-psi1)/(1-psi2); 
 ksi=1; psiQ=1; psiW=psi2;  
 else 
 ksi=1; psiQ=psi1; psiW=1; 
 end     
 
 %!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Case A, (6.10) 
 %Effect of the load ratio CHI for expression (6.10) for the load ratio 
CHI=(Qk+Wk/(Gk+Qk+Wk))  
for n=1:21 %loop for CHI in the interval <0,1> 
 CHI(n)=0+(n-1)*0.0499; 
 mG(n)=Rd/(ksi*gG+(CHI(n).*(psiQ*gQ+k*psiW*gW))./((1-CHI(n))*(1+k))); 
 sG(n)=mG(n)*wG; 
 Qk(n)=CHI(n).*mG(n)./((1-CHI(n))*(1+k)); mQ(n)=Qk(n)*mmQ; sQ(n)=mQ(n)*wQ; 
  Wk(n)=Qk(n)*k; mW(n)=Wk(n)*mmW; sW(n)=mW(n)*wW; 
 me0(n)=mG(n)+mQ(n)+mW(n); se0(n)=sqrt(sG(n)^2+sQ(n)^2+sW(n)^2); 
we0(n)=se0(n)./me0(n); 
 ske0(n)=(sQ(n)^3*skQ+sW(n)^3*skW)./se0(n)^3; 
 me(n)=(mG(n)+mQ(n)+mW(n))*Ke; 
se(n)=me0(n)*Ke.*sqrt(wKe^2+we0(n)^2+we0(n)^2.*wKe^2); 
 
ske(n)=me0(n)^3.*Ke^3.*(wKe^3*skKe+we0(n)^3.*ske0(n)+we0(n)^2*wKe^2*6)./se(n)^3; 
 %mG(n).*gG+Qk(n).*gQ+Wk(n).*psiW.*gW 
 pf(n)=Lnpf(mr,sr,skr,me(n),se(n),ske(n)); beta(n)= -ndinv(pf(n)); pft(n)=0.0000723; 
betat(n)=3.8; 
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 sg(n)=sqrt(sr^2+se(n)^2); 
 alG(n)=-mG(n)*sqrt(wG^2+wKe^2+wG^2*wKe^2)./sg(n); 
 alQ(n)=-mQ(n)*sqrt(wQ^2+wKe^2+wQ^2*wKe^2)./sg(n); 
 alW(n)=-mW(n)*sqrt(wW^2+wKe^2+wW^2*wKe^2)./sg(n); 
 ale(n)=-se(n)./sg(n); 
 alr(n)=sr./sg(n); 
end% end of the loop 
  % Check selected values      
 beta(1), beta(21), %The first and the last Beta 
 sg(1); 
 alr(1); ale(1); %The first and alr and alr 
 sr; se(1); 
 
 %!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Case B, (6.10a) 
% Combination factors for expression (6.10a) for any k<=>(1-psiW)/(1-psiQ)=0,75 
  
 if k<=(1-psi1)/(1-psi2); 
 ksi=1; psiQ=psi1; psiW=psi2;  
 else 
 ksi=1; psiQ=psi1; psiW=psi2; 
 end     
  
for n=1:12 %loop for CHI in the interval <-1,1> 
 CHIa(n)=0+(n-1)*0.0499; 
 mG(n)=Rd/(ksi*gG+(CHIa(n).*(psiQ*gQ+k*psiW*gW))./((1-CHIa(n))*(1+k))); 
 sG(n)=mG(n)*wG; 
 Qk(n)=CHIa(n).*mG(n)./((1-CHIa(n))*(1+k)); mQ(n)=Qk(n)*mmQ; sQ(n)=mQ(n)*wQ; 
 Wk(n)=Qk(n)*k; mW(n)=Wk(n)*mmW; sW(n)=mW(n)*wW; 
 me0(n)=mG(n)+mQ(n)+mW(n); se0(n)=sqrt(sG(n)^2+sQ(n)^2+sW(n)^2); 
we0(n)=se0(n)./me0(n); 
 ske0(n)=(sQ(n)^3*skQ+sW(n)^3*skW)./se0(n)^3; 
 me(n)=(mG(n)+mQ(n)+mW(n))*Ke; 
se(n)=me0(n)*Ke.*sqrt(wKe^2+we0(n)^2+we0(n)^2.*wKe^2); 
 
ske(n)=me0(n)^3.*Ke^3.*(wKe^3*skKe+we0(n)^3.*ske0(n)+we0(n)^2*wKe^2*6)./se(n)^3; 
 %mG(n).*gG+Qk(n).*gQ+Wk(n).*psiW.*gW 
 pfa(n)=Lnpf(mr,sr,skr,me(n),se(n),ske(n)); betaa(n)= -ndinv(pfa(n)); 
end% end of the loop 
 
%!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Case B, (6.10b) 
 if k<=(1-psi1)/(1-psi2); 
 ksi=0.85; psiQ=1; psiW=psi2;  
 else 
 ksi=0.85; psiQ=psi1; psiW=1; 
 end     
for n=1:19 %loop for CHI in the interval <-1,1> for expression (6.10b) 
 CHIb(n)=0.1+(n-1)*0.0499; 
 mG(n)=Rd/(ksi*gG+(CHIb(n).*(psiQ*gQ+k*psiW*gW))./((1-CHIb(n))*(1+k))); 
 sG(n)=mG(n)*wG; 
 Qk(n)=CHIb(n).*mG(n)./((1-CHIb(n))*(1+k)); mQ(n)=Qk(n)*mmQ; sQ(n)=mQ(n)*wQ; 
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 Wk(n)=Qk(n)*k; mW(n)=Wk(n)*mmW; sW(n)=mW(n)*wW; 
 me0(n)=mG(n)+mQ(n)+mW(n); se0(n)=sqrt(sG(n)^2+sQ(n)^2+sW(n)^2); 
we0(n)=se0(n)./me0(n); 
 ske0(n)=(sQ(n)^3*skQ+sW(n)^3*skW)./se0(n)^3; 
 me(n)=(mG(n)+mQ(n)+mW(n))*Ke; 
se(n)=me0(n)*Ke.*sqrt(wKe^2+we0(n)^2+we0(n)^2.*wKe^2); 
 
ske(n)=me0(n)^3.*Ke^3.*(wKe^3*skKe+we0(n)^3.*ske0(n)+we0(n)^2*wKe^2*6)./se(n)^3; 
 %mG(n).*gG+Qk(n).*gQ+Wk(n).*psiW.*gW 
 pfb(n)=Lnpf(mr,sr,skr,me(n),se(n),ske(n)); betab(n)= -ndinv(pfb(n)); 
end% end of the loop 
 
%!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Case C, (6.10amod) 
 ksi=1; psiQ=0.0; psiW=0.0;  
 
%Effect of the load ratio CHI for expression (6.10amod)=(6.10c) 
for n=1:4 %loop for CHI in the interval <-1,1> 
 CHIc(n)=0+(n-1)*0.0499; 
 mG(n)=Rd/(ksi*gG+(CHIc(n).*(psiQ*gQ+k*psiW*gW))./((1-CHIc(n))*(1+k))); 
 sG(n)=mG(n)*wG; 
 Qk(n)=CHIc(n).*mG(n)./((1-CHIc(n))*(1+k)); mQ(n)=Qk(n)*mmQ; sQ(n)=mQ(n)*wQ; 
 Wk(n)=Qk(n)*k; mW(n)=Wk(n)*mmW; sW(n)=mW(n)*wW; 
 me0(n)=mG(n)+mQ(n)+mW(n); se0(n)=sqrt(sG(n)^2+sQ(n)^2+sW(n)^2); 
we0(n)=se0(n)./me0(n); 
 ske0(n)=(sQ(n)^3*skQ+sW(n)^3*skW)./se0(n)^3; 
 me(n)=(mG(n)+mQ(n)+mW(n))*Ke; 
se(n)=me0(n)*Ke.*sqrt(wKe^2+we0(n)^2+we0(n)^2.*wKe^2); 
 
ske(n)=me0(n)^3.*Ke^3.*(wKe^3*skKe+we0(n)^3.*ske0(n)+we0(n)^2*wKe^2*6)./se(n)^3; 
 %mG(n).*gG+Qk(n).*gQ+Wk(n).*psiW.*gW 
 pfc(n)=Lnpf(mr,sr,skr,me(n),se(n),ske(n)); betac(n)= -ndinv(pfc(n)); 
end% end of the loop 
 
 
%!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Case D CSN (6.10) 
gG=1.2; gQ=1.4; gW=1.4; %alternative values og gamma 
 if k<=(1-psi1)/(1-psi2); 
 ksi=1; psiQ=1; psiW=psi2;  
 else 
 ksi=1; psiQ=psi1; psiW=1; 
 end     
 %Effect of the load ratio CHI for expression (6.10) 
 for n=1:21 %loop for CHI in the interval <0,1> 
 CHI(n)=0+(n-1)*0.0499; 
 mG(n)=Rd/(ksi*gG+(CHI(n).*(psiQ*gQ+k*psiW*gW))./((1-CHI(n))*(1+k))); 
 sG(n)=mG(n)*wG; 
 Qk(n)=CHI(n).*mG(n)./((1-CHI(n))*(1+k)); mQ(n)=Qk(n)*mmQ; sQ(n)=mQ(n)*wQ; 
  Wk(n)=Qk(n)*k; mW(n)=Wk(n)*mmW; sW(n)=mW(n)*wW; 
 me0(n)=mG(n)+mQ(n)+mW(n); se0(n)=sqrt(sG(n)^2+sQ(n)^2+sW(n)^2); 
we0(n)=se0(n)./me0(n); 
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 ske0(n)=(sQ(n)^3*skQ+sW(n)^3*skW)./se0(n)^3; 
 me(n)=(mG(n)+mQ(n)+mW(n))*Ke; 
se(n)=me0(n)*Ke.*sqrt(wKe^2+we0(n)^2+we0(n)^2.*wKe^2); 
 
ske(n)=me0(n)^3.*Ke^3.*(wKe^3*skKe+we0(n)^3.*ske0(n)+we0(n)^2*wKe^2*6)./se(n)^3; 
 %mG(n).*gG+Qk(n).*gQ+Wk(n).*psiW.*gW 
 pfd(n)=Lnpf(mr,sr,skr,me(n),se(n),ske(n)); betad(n)= -ndinv(pfd(n)); 
end% end of the loop 
 
 
%!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Case E: BSI (6.10) 
ksi=1; psiQ=1; psiW=1; %reduction factor not considered 
% Combination factors for expression (6.10) for one k=0, or two k>0 
 Rd=Rd*1.15/1.1; % adjustement for different for gm=1.10;   
if k<=0.001; 
 gG=1.4; gQ=1.6; gW=1.4;  
 else 
 gG=1.2; gQ=1.2; gW=1.2;  
 end     
 %Effect of the load ratio CHI for expression (6.10) 
 for n=1:21 %loop for CHI in the interval <0,1> 
 CHI(n)=0+(n-1)*0.0499; 
 mG(n)=Rd/(ksi*gG+(CHI(n).*(psiQ*gQ+k*psiW*gW))./((1-CHI(n))*(1+k))); 
 sG(n)=mG(n)*wG; 
 Qk(n)=CHI(n).*mG(n)./((1-CHI(n))*(1+k)); mQ(n)=Qk(n)*mmQ; sQ(n)=mQ(n)*wQ; 
 Wk(n)=Qk(n)*k; mW(n)=Wk(n)*mmW; sW(n)=mW(n)*wW; 
 me0(n)=mG(n)+mQ(n)+mW(n); se0(n)=sqrt(sG(n)^2+sQ(n)^2+sW(n)^2); 
we0(n)=se0(n)./me0(n); 
 ske0(n)=(sQ(n)^3*skQ+sW(n)^3*skW)./se0(n)^3; 
 me(n)=(mG(n)+mQ(n)+mW(n))*Ke; 
se(n)=me0(n)*Ke.*sqrt(wKe^2+we0(n)^2+we0(n)^2.*wKe^2); 
 
ske(n)=me0(n)^3.*Ke^3.*(wKe^3*skKe+we0(n)^3.*ske0(n)+we0(n)^2*wKe^2*6)./se(n)^3; 
 %mG(n).*gG+Qk(n).*gQ+Wk(n).*psiW.*gW 
 pfe(n)=Lnpf(mr,sr,skr,me(n),se(n),ske(n)); betae(n)= -ndinv(pfe(n)); 
end% end of the loop 
 
% Ploting beta and pf and alpha versus CHI 
 
ksi=0.85; psiQ=psi1; psiW=psi2;gG=1.35;gQ=1.5;gW=1.5; 
 if k<=(1-psi1)/(1-psi2); 
 a=1; b=psi2;  
 else 
 a=psi1; b=1; 
 end     
CHIlim=gG*(1-ksi)*(1+k)/(gG*(1-ksi)*(1+k)+gQ*(a-psiQ)+gW*k*(b-psiW)) 
CHIlimc=gG*(1-ksi)*(1+k)/(gG*(1-ksi)*(1+k)+gQ*a+gW*k*b) 
 for n=1:14 
 B(n)=3+(n-1)*0.15; 
 C(n)=10^(-2-(n-1)*0.35); 
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 end 
 maxbeta=ceil(max(beta));  
 maxpf=ceil(100*max(pf))/100; 
 h=figure(1); 
  
% plot beta versus CHI 
 subplot(2,1,1)%CSN Beta: ,CHI,betad,'r.', BSI beta CHI,betae,'k--' 
 plot(CHI,beta,'r',CHI,betae,'k--',CHIa,betaa,'b',CHIb,betab,'b',CHIc,betac,'g--',CHI,betat,'k-
.',CHIlimc,B,'g.',CHIlim,B,'b.','LineWidth',1.5,'MarkerSize',5) %betaa,CHI,betab,CHI,betat, 
 grid,axis([0,1,3,6]) % maxbeta 
 ylabel('Index Beta') 
 subplot(2,1,2) 
% plot pf versus CHI 
 semilogy(CHI,pf,'r',CHI,pfe,'k--',CHIa,pfa,'b',CHIb,pfb,'b',CHIc,pfc,'g--',CHI,pft,'k-
.',CHIlimc,C,'g.',CHIlim,C,'b.','LineWidth',1.5,'MarkerSize',5) 
 %plt using semilogarthmical scale, ,pfa,CHI,pfb,CHI 
 grid,axis([0,1,1e-8,maxpf]) 
 ylabel('Probability Pf') 
  
 %subplot(3,1,3) % not generally active 
% plot Alphas versus CHI 
 %plot(CHI,alG,CHI,alQ,CHI,alW,CHI,alr,CHI,ale, 
 %'LineWidth',1.5) %Alphasplt scale, ,pfa,CHI,pfb,CHI 
 %grid,axis([0,1,-1,1]) 
 %xlabel('Load ratio CHI=(Qk+Wk)/(Gk+Qk+Wk)') 
 %ylabel('Alphas for A - (6.10)') 
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Attachment 3 – MATLAB function "Lnpf(mr,sr,skr,me,se,ske)" 

 
function pf = Lnpf (mr,sr,skr,me,se,ske) 
%  DESCRIPTION, 19.09.1999 
%     Lnpf evaluates the probability of failure pf considering the fundamental  
%     limit state function G = R - E. 
%  CALL 
% val = Lnpf (mr,sr,skr,me,se,ske); 
%  FUNCTIONS USED 
%     lndens(x,ske,me,se).*Lndist(x,skr,mr,sr) 
%  INPUT 
%     mr    : the mean of R 
%     sr    : standard deviation of R 
%     skr   : coefficient of skewness of R (must be given) 
%     me    : the mean of E 
%     se    : standard deviation of E 
%     ske   : coefficient of skewness of E (must be given) 
%  OUPUT 
%     val   : failure probability pf 
%  VERSION 
%     MH, Czech Technical University in Prague, Klokner Institute, 2.8.2003 
%  Initialization 
cr=(0.5*skr+(skr^2/4+1)^0.5)^(1/3)-(-0.5*skr+(skr^2/4+1)^0.5)^(1/3);%constant of 
lognormal R 
ce=(0.5*ske+(ske^2/4+1)^0.5)^(1/3)-(-0.5*ske+(ske^2/4+1)^0.5)^(1/3);%constant of 
lognormal E 
if cr==0 
 r0=10^10; 
else  
 r0=mr-sr/cr;         %bound of lognormal distribution of R 
end  
if ce==0 
 e0=10^10; 
else 
 e0=me-se/ce;         %bound of lognormal distribution of E 
end 
% Determination of integration interval 
k=10; % Coefficient of standard deviation 
if skr>0;            %R positive 
 if ske>0;         %R and E positive 
 a=max(r0,e0); 
 b=min(mr+k*sr,me+k*se);     % limit 6*sr 
 else 
 if ce==0       %R pos, E sym 
 a=max(r0,me-k*se); 
 b=min(mr+k*sr,me+k*se); 
 else           % R pos E neg 
 a=max(r0,me-k*se); 
  b=min(e0,mr+k*sr); 
 end 
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 end 
else                 % R sym or neg 
 if cr==0;         % R sym c=0 (sk=0) 
 if ce==0       % both R and E sym 
 a=max(mr-k*sr,me-k*se); 
 b=min(mr+k*sr,me+k*se); 
 else 
 if ske>0    %R sym, E pos 
 a=max(mr-k*sr,e0); 
 b=min(mr+k*sr,me+k*se); 
 else        % R sym, E neg 
 a=max(mr-k*sr,me-k*se); 
 b=min(mr-k*sr,e0); 
 end 
 end    
 else              % R neg 
 if ske>0;    % R neg, E pos 
 a=max(mr-k*sr,e0); 
 b=min(r0,me+k*se); 
 else           % E sym or neg     
 if ce==0    % R neg, E sym 
 a=max(mr-k*sr,me-k*se); 
 b=min(r0,me+k*se); 
 else        % R neg, E neg 
  a=max(mr-k*sr,me-k*se); 
 b=min(e0,r0); 
 end 
 end 
 end 
end 
% Integration interval    
if a<0 
 a=0;     
 end 
 delta=b-a; 
 a=a+0.00000001*delta; % adjusted integration limits to avoid singularity 
 b=b-0.00000001*delta; 
 if a>b 
 '  error in input data, a>b, increase the lower limit of the design parameter' 
 pause 
else 
 n=20; inc=(b-a)/n; Y=0; % parameters of integration, n may adjusted if needed  
for x=a:inc:b; % Integration of failure probability by trapezoidal rule 
 e= Lndens(x,me,se,ske); % call Lndens 
 r= Lndist(x,mr,sr,skr); % call Lndist 
 Y=Y+ e*r; % sum of e*r 
end 
 pf=inc*Y;  
end 
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Attachment 4 – MATLAB function"Lndens(x,mu,sigma,sk)" 

 
function val = Lndens (x,mu,sigma,sk) 
%  DESCRIPTION 
%   NDENS evaluates the one-dimensional normal density function. 
%  CALL 
%     val = Lndens (x,sk); 
%     val = Lndens (x,sk,mu,sigma); 
%  INPUT 
%     x     : real vector of arguments 
%     sk    : coefficient of skewness (must be given) 
%     mu    : mean value; optional; default = 0.0 (i.e. standard) 
%     sigma : std. dev. > 0; optional; default = 1.0 (i.e. standard) 
%  OUPUT %     val: vector of normal density values for the x's 
%  VERSION %     Milan Holicky, Czech Technical University in Prague, Klokner Institute 
%     18.09.1999 
if nargin < 3 
 mu    = 0.0; 
 sigma = 1.0; 
end 
%  Evaluate 
x   = (x-mu)/sigma;                        % normalize 
c=(0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3)-(-0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3);%constant of lognormal 
if c==0; % sk=0  
 x0=10^10; 
 else 
 x0=-1/c; %bound of the distribution    
 end 
if sk>0; %check of x range 
 if x0>x 
 error ('x out of range') 
 else 
 end 
else 
 if x0<x 
 error('x out of range') 
 else 
 end 
end 
% 
if abs(c)>0.0001; %if for c=0 (sk=0) 
 tt=sign(sk)*(log(abs(x+1/c))+log(abs(c))+0.5*log(1+c^2))/((log(1+c^2))^0.5); 
 else 
 tt=x; 
 end 
if abs(c)>0.0001; %if for c=0 (sk=0) 
 val = exp(-0.5*tt.^2)/(sqrt(2*pi)*sigma*abs(x+1/c)*(log(1+c^2))^0.5);  
else 
 val = exp(-0.5*tt.^2)/(sigma*sqrt(2*pi));    
end 
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Attachment 5 – MATLAB function"Lndist(x,mu,sigma,sk)" 
 
function val = Lndist (x,mu,sigma,sk) 
%  DESCRIPTION, 18.09.1999 
%     LNDIST evaluates the one-dimensional lognormal distribution function. 
%  CALL 
%     val = lndist (x,sk) 
%     val = lndist (x,sk,mu,sigma) 
%  INPUT 
%     x     : real vector of arguments. 
%     sk    : coefficient of skewness; default = 0.0 (i.e. normal distribution) 
%     mu    : mean value; optional; default = 0.0 (i.e. standard). 
%     sigma : std. dev. > 0; optional; default = 1.0 (i.e. standard). 
%  OUPUT 
%     val   : vector of the lognormal distribution evaluated at the x's. 
%  VERSION 
%     Milan Holicky, Czech Technical University in Prague, Klokner Institute 
%  Initialization 
if nargin < 3 
 mu    = 0.0; 
 sigma = 1.0; 
end 
x   = (x-mu)/sigma;             % standardize 
c=(0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3)-(-0.5*sk+(sk^2/4+1)^0.5)^(1/3);%constant of lognormal 
if c==0; % sk=0  
 x0=10^10; 
 else 
 x0=-1/c; %bound of the distribution    
 end 
if sk>0; %check of x range 
 if x0>x 
 error ('x out of range') 
 else 
 end 
else 
 if x0<x 
 error('x out of range') 
 else 
 end 
end 
if abs(c)>0.01; %if for c=0 (sk=0) 
 tt=sign(sk)*(log(abs(x+1/c))+log(abs(c))+0.5*log(1+c^2))/((log(1+c^2))^0.5); 
 else 
 tt=x; 
end 
val = (1+erf(tt/sqrt(2)))/2;     % transformed error function 
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Attachment 6 – MATLAB function"Ndinv(x,mu,sigma)" 
 
function [x] = norminv(p,mu,sigma) 
%NORMINV Inverse of the normal cumulative distribution function (cdf). 
%   X = NORMINV(P,MU,SIGMA) returns the inverse cdf for the normal 
%   distribution with mean MU and standard deviation SIGMA, evaluated at 
%   the values in P.   
%   Default values for MU and SIGMA are 0 and 1, respectively. 
% 
%   MH, Klokner Institute, CTU Prague 4.8.2003  
%    
if nargin < 2 
 mu = 0; 
end 
if nargin < 3 
 sigma = 1; 
end 
% Return NaN for out of range parameters or probabilities. 
 sigma(sigma <= 0) = NaN; 
 p(p < 0 | 1 < p) = NaN; 
 x0 = -sqrt(2).*erfcinv(2*p); 
 x = sigma.*x0 + mu; 
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Attachment 7 – MATHCAD sheet"Generic.Mcd” 

 

 

 

 

 

Resistance varables: μR0 = ω*R0k: wR0 0.0 0.12, 0.35..:= ω wR0( ) exp 1.65 wR0⋅( ):= αR0 wR0( ) wR0 3⋅ wR0
3+:=

Model uncertainty ρ, Lognormal distribution: μρ 1.0:= wρ 0.05:= αρ 3 wρ⋅ wρ3+:=
2 Determination of the load variables G, Q and W for a given resistance Rd:

Characteristic values Gk=μG, Qk and Wk determined assuming Ed=Rd. Thus γG*Gk+γQ*Qk+γW*Wk=Rd 

μG χ γG, γQ, γW,( ) Rd

γG
γQ k γW⋅+( ) χ⋅
1 k+( ) 1 χ−( )⋅+⎡⎢⎣

⎤⎥⎦
:=

Check: μG 0.5 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.351=

Qk χ γG, γQ, γW,( ) χ μG χ γG, γQ, γW,( )
1 k+( ) 1 χ−( )⋅:= Wk χ γG, γQ, γW,( ) k Qk χ γG, γQ, γW,( )⋅:= Qk 0.5 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.351=

Ed χ γG, γQ, γW,( ) γG μG χ γG, γQ, γW,( )⋅ γQ Qk χ γG, γQ, γW,( )⋅+ γW Wk χ γG, γQ, γW,( )⋅+:= Wk 0.5 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0=
Normal distribution of G: σG χ γG, γQ, γW,( ) wG μG χ γG, γQ, γW,( )⋅:= Ed 0.5 1.35, 1.5, 1.5,( ) 1=
Gumbel distribution of Q: μQ χ γG, γQ, γW,( ) mQ Qk χ γG, γQ, γW,( )⋅:= σQ χ γG, γQ, γW,( ) wQ μQ χ γG, γQ, γW,( )⋅:=
Gumbel distribution of W μW χ γG, γQ, γW,( ) mW Wk χ γG, γQ, γW,( )⋅:= σW χ γG, γQ, γW,( ) wW μW χ γG, γQ, γW,( )⋅:=

3 Load effect E = θ ∗ (G+Q+W) = θ*E0:

The mean and st. deviation of E0: μE0 χ γG, γQ, γW,( ) μG χ γG, γQ, γW,( ) μQ χ γG, γQ, γW,( )+ μW χ γG, γQ, γW,( )+:=
σE0 χ γG, γQ, γW,( ) wG

2 μG χ γG, γQ, γW,( )2⋅ wQ
2 μQ χ γG, γQ, γW,( )2⋅+ wW

2 μW χ γG, γQ, γW,( )2⋅+:=

 Mathcad sheet "Generic" is intended to investigate combination rules provided in EN 

1990 by expressions (6.10), (6.10a) and (6.10b) considering a generic structural memeber.

Turkstra's rule ( 50 years extremes of a leading and annual extremes for accompnying 

action) is applied for the reference period of 50 years.  MH, August 2002.

 Design expression: R0k / γΜ  = (ξ) γG*Gk + (γQ)γQ*Qk +(γW)*ψW*Wk 

 Limit state function: g(X) = ρ ∗ R0  − θ * (G + Q + W), R0=K*fu

    Resistance of an element R = ρ * R0 is described by two parameter lognormal  

distribution LN(μR,σR,), basic variables R0 by LN(ωRk, 0.06μR), ω =1/(1 − 2*wR0) and ρ by 

LN(1.1, 0.05).

 Load effect E = θ * (G + Q + W) is discribed by a three parameter lognormal distribution 

LNα (μE,σE,α E), permanent load G by N(Gk, 0.1*Gk), 50 years imposed load Q  by GUM(0.6 

Qk, 0.35 μQ), annual wind load W by GUM(0.3Wk, 0.5μW), uncertainty θ by LN(1.0, 0.05).

 Parameters: χ=( Qk+Wk)/(Gk+Qk+Wk), k=Wk/Qk, factors γm, γG, γQ,γW, ξ , ψQ, ψW.
1 Input data: Constants: ξ 0.85:= ψQ 0.70:= ψW 0.60:= k 0.0:= Rd 1:=

Range variables:χ 0 0.09, 0.99..:= γm 1.0 1.05, 1.5..:= γG 1.1 1.15, 1.5..:= γQ 1.2 1.25, 1.6..:= γW 1.2 1.25, 1.6..:=
Load parameters: Normal distribution of G: μG = Gk wG 0.1:=

Gumbel distribution of Q: μQ = mQ*Qk mQ 0.6:= wQ 0.35:= αQ 1.14:=
Gumbel distribution of W: μW = mW*Wk mW 0.3:= wW 0.5:= αW 1.14:=
Model uncertainty θ, Lognormal distribution: μθ 1.0:= wθ 0.05:= αθ 3 wθ⋅ wθ3+:=
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sE χ γG, γQ, γW,( ) ln 1 C χ γG, γQ, γW,( )2+( ):= x0 χ γG, γQ, γW,( ) μE χ γG, γQ, γW,( ) 1

C χ γG, γQ, γW,( ) σE χ γG, γQ, γW,( )−:=

Probability density of E, approximation by three parameter lognormal distribution: x0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.189=
Eln x χ, γG, γQ, γW,( ) dlnorm x x0 χ γG, γQ, γW,( )− mE χ γG, γQ, γW,( ), sE χ γG, γQ, γW,( ),( ):=

5 Resistance variables R = ρ*R0: μR γm wR0,( ) μρ Rd⋅ γm⋅ ω wR0( )⋅:= Check: μR 1.15 0.15,( ) 1.473=
wR wR0( ) wR0

2
wρ2+ wR0

2
wρ2⋅+:= σR γm wR0,( ) wR wR0( ) μR γm( ):= wR 0.15( ) 0.158=

6 Two parameter lognormal distribution of R:

Transformed variable: mR γm wR0,( ) ln μR γm wR0,( )( ) 0.5( ) ln 1 wR wR0( )
2+( )⋅−:= sR γm wR0,( ) ln 1 wR wR0( )

2+( ):=
Distribution function Rln x γm, wR0,( ) plnorm x mR γm wR0,( ), sR γm wR0,( ),( ):= mR 1 015,( ) 22.038= sR 1 0.15,( ) 0.157=

μE0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.596=The coefficient of variation of E0 (without model uncertainty θ):

wE0 χ γG, γQ, γW,( ) σE0 χ γG, γQ, γW,( )
μE0 χ γG, γQ, γW,( ):= μE χ γG, γQ, γW,( ) μθ μE0 χ γG, γQ, γW,( )⋅:= wE0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.123=

The coefficient of variation of E: wE χ γG, γQ, γW,( ) wE0 χ γG, γQ, γW,( )2
wθ2+ wE0 χ γG, γQ, γW,( )2

wθ2⋅+:=
The standard deviation of E: σE χ γG, γQ, γW,( ) μE χ γG, γQ, γW,( ) wE χ γG, γQ, γW,( )⋅:=

4 Three parameter lognormal distribution of E: wE 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.133=
Skewness of E0:

αE0 χ γG, γQ, γW,( ) σQ χ γG, γQ, γW,( )3 αQ⋅ σW χ γG, γQ, γW,( )3 αW⋅+
σE0 χ γG, γQ, γW,( )3

:=

αE0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.614=
Skewness of E:

αE χ γG, γQ, γW,( ) wE0 χ γG, γQ, γW,( )3 αE0 χ γG, γQ, γW,( )⋅ 6 wθ2⋅ wE0 χ γG, γQ, γW,( )2⋅+ wθ3 αθ⋅+
wE χ γG, γQ, γW,( )3

:=

αE 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.591=
Parameter C:

C χ γG, γQ, γW,( ) αE χ γG, γQ, γW,( )2
4+ αE χ γG, γQ, γW,( )+⎛⎝ ⎞⎠

1

3

αE χ γG, γQ, γW,( )2
4+ αE χ γG, γQ, γW,( )−⎛⎝ ⎞⎠

1

3

−

2

1

3

:=

Parameters of transformed variable:

mE χ γG, γQ, γW,( ) ln C χ γG, γQ, γW,( )( )− ln σE χ γG, γQ, γW,( )( )+ 0.5( ) ln 1 C χ γG, γQ, γW,( )2+( )⋅−:=
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Auxiliary: χ0 3 3.5, 5..:=
χa 0 0.05, χl 0.05+..:= χb χla 0.01− χla 0.04+, 0.999..:= χam 0 0.05, χla 0.04+..:= Check: 

χc 0 0.05, χla 0.04+..:= βln 0 1.15, 0.15, 1.35, a 1.5⋅, b 1.5⋅,( ) 3.591= βln 0.999 1.15, 0.15, 1.35, a 1.5⋅, b 1.5⋅,( ) 3.583=
Turkstra's for 50 years: wG 0.1= mQ 0.6= wQ 0.35= mW 0.3= wW 0.5= k 0= χl 0.31= χla 0.119=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

.

Figure 1: Reliability index β  corresponding to equation (6.10), (6.10a) and (6.10b).

Note that expression (6.10) is represented by solid red line, expressions (6.10a) and  

(6.10b) by solid blue line, expression (6.10a,mod) by dashed green line, BSI 

combination by dashed brown line, CSN combination by red dashed line,  target 

reliability index by horizontal black dashed line.  The twin expressions (6.10a) and 

6.10b)  provide the most uniform distribution of the reliability index β  against the load 

ratio χ with reliability index greater than the target value β = 3,8 for majority of χ. 

7 Failure probability and reliability index β : d χ γG, γQ, γW,( ) if x0 χ γG, γQ, γW,( ) 0≤ 0, x0 χ γG, γQ, γW,( ),( ):=
pf50 χ γm, wR0, γG, γQ, γW,( )

d χ γG, γQ, γW,( )

∞
xEln x χ, γG, γQ, γW,( ) Rln x γm, wR0,( )⌠⎮⌡ d:= d 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.189=

pf50 0.0 1.15, 0.15, 1.35, 1.5, ψW 1.5⋅,( ) 1.645 10
4−×=

βln χ γm, wR0, γG, γQ, γW,( ) qnorm pf50 χ γm, wR0, γG, γQ, γW,( ) 0, 1,( )−:= βln 0.0 1.15, 0.15, 1.35, 1.5, ψW 1.5⋅,( ) 3.591=
8 Reliability index β  versus ratio χ: limit for dominant action:  k0

1 ψQ−
1 ψW−:= Check: k0 0.75=

a if k k0≤ 1, ψQ,( ):= b if k k0> 1, ψW,( ):= a 1= b 0.6=
Limit value of χ for (6.10a) and (6.10b): χχ γG γQ, γW,( ) γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( )

γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( ) γQ a ψQ−( )⋅ γW k⋅ b ψW−( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦+:=

Limit of χ for (6.10a-mod) and (6.10b): χχa γG γQ, γW,( ) γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( )

γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( ) γQ a⋅ γW k⋅ b⋅+( )+:= χla χχa 1.35 1.5, 1.5,( ):=
χl χχ 1.35 1.5, 1.5,( ):=Target probability βt 3.8:=
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wW 0.5=mW 0.3=wQ 0.35=mQ 0.6=
k 0=Parameters :

Figure 3: Reliability index β  

corresponding to expression 

(6.10) versus partial factor γm 

and parameter χ.

β2 β2t,

β2t χ γm,( ) 3.8:=β2 χ γm,( ) βln χ γm, 0.10, 1.2, a 1.4⋅, b 1.4⋅,( ):=10 Reliability index β  versus γm a χ:

wW 0.5=mW 0.3=wQ 0.35=mQ 0.6=
k 0=Parameters :

Figure 2: Reliability index β  

corresponding to expression 

(6.10) versus partial factors 

γG a γQ.

β1 β1t,

β1t γG γQ,( ) 3.8:=β1 γG γQ,( ) βln 0.4 1.15, 0.15, γG, a γQ⋅, b γQ⋅,( ):=9 Reliability index β  versus γG a γQ:
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wW 0.5=mW 0.3=wQ 0.35=mQ 0.6=
k 0=Parameters :

Figure 5: Reliability index β  

corresponding to expression 

(6.10) versus parameter γR 
and the coefficient of variation 

wR.

β4 β4t,

β4t γm wR0,( ) 3.8:=β4 γm wR0,( ) βln 0.4 γm, wR0, 1.2, a 1.4⋅, b 1.4⋅,( ):=12 Reliability index β  versus γm a wR:

wW 0.5=mW 0.3=wQ 0.35=mQ 0.6=
k 0=Parameters :

Figure 4: Reliability index β  

corresponding to expression 

(6.10) versus parameter χ and 

the coefficient of variation wR.

β2 β2t,

β2t χ wR0,( ) 3.8:=β2 χ wR0,( ) βln χ 1.15, wR0, 1.35, a 1.5⋅, b 1.5⋅,( ):=11 Reliability index β  versus γm a χ:
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μW = mW*Wk mW 0.3:= wW 0.5:= αW 1.14:=
Model uncertainty Model uncertainty θ, Lognormal distribution: μθ 1.0:= wθ 0.05:= αθ 3 wθ⋅ wθ3+:=

4 Determination of the load variables G, Q and W for a given load effect Ed = Rd:

Characteristic values Gk=μG, Qk and Wk determined assuming Ed=Rd. Thus γG*Gk+γ Q*Qk+γW*Wk=Rd 

μG χ γG, γQ, γW,( ) Ed

γG
γQ k γW⋅+( ) χ⋅
1 k+( ) 1 χ−( )⋅+⎡⎢⎣

⎤⎥⎦
:=

Check: μG 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.426=

Qk χ γG, γQ, γW,( ) χ μG χ γG, γQ, γW,( )
1 k+( ) 1 χ−( )⋅:= Wk χ γG, γQ, γW,( ) k Qk χ γG, γQ, γW,( )⋅:= Qk 0.40 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.284=

Ed χ γG, γQ, γW,( ) γG μG χ γG, γQ, γW,( )⋅ γQ Qk χ γG, γQ, γW,( )⋅+ γW Wk χ γG, γQ, γW,( )⋅+:= Wk 0.5 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0=
Normal distribution of G: σG χ γG, γQ, γW,( ) wG μG χ γG, γQ, γW,( )⋅:= Ed 0.5 1.35, 1.5, 1.5,( ) 1=
Gumbel distribution of Q: μQ χ γG, γQ, γW,( ) mQ Qk χ γG, γQ, γW,( )⋅:= σQ χ γG, γQ, γW,( ) wQ μQ χ γG, γQ, γW,( )⋅:=
Gumbel distribution of W μW χ γG, γQ, γW,( ) mW Wk χ γG, γQ, γW,( )⋅:= σW χ γG, γQ, γW,( ) wW μW χ γG, γQ, γW,( )⋅:=

5 Load effect E = θ ∗ (G+Q+W) = θ*E0:

The mean and st. deviation of E0: μE0 χ γG, γQ, γW,( ) μG χ γG, γQ, γW,( ) μQ χ γG, γQ, γW,( )+ μW χ γG, γQ, γW,( )+:=
σE0 χ γG, γQ, γW,( ) wG

2 μG χ γG, γQ, γW,( )2⋅ wQ
2 μQ χ γG, γQ, γW,( )2⋅+ wW

2 μW χ γG, γQ, γW,( )2⋅+:=

MATHCADsheet "LoadEfect"

 Mathcad sheet "LoadEffect" is intended for investigation of combination rules 

provided in EN 1990 by expressions (6.10), (6.10a) and (6.10b) considering three loads: G,

Q and W. Turkstra's rule ( 50 years extremes of a leading and annual extremes of an 

accompnying action) is applied.  MH, May 2003.

 Design Load effect: Ed  = (ξ) γG*Gk + (γQ)γQ*Qk +(γW

 Stochastic model: E =  θ * (G + Q + W)

 Load effect E = θ * (G + Q + W) is discribed by a three parameter lognormal distribution 

LNα (μE,σE,α E), permanent load G by N(Gk, 0.1*Gk), 50 years imposed load Q  by GUM(0.6 

Qk, 0.35 μQ), annual wind load W by GUM(0.3Wk, 0.5μW), uncertainty θ by LN(1.0, 0.05).

 Parameters: χ=( Qk+Wk)/(Gk+Qk+Wk), k=Wk/Qk, factors γG, γQ,γW, ξ , ψQ, ψW.
1 Input data: Normailised load effect Ed 1:=

Range variables:χ 0.001 0.01, 0.99..:= γG 1. 1.1, 1.9..:= γQ 1.2 1.25, 1.6..:= γW 1.2 1.25, 1.6..:=
Reduction factors: ξ 0.85:= ψQ 0.70:= ψW 0.60:= Loasd ratio: k 0.0:=

2 Deterministic glabal factor: 

Global load factor according to EN 1990 γ χ γG, γQ, γW,( ) γG 1 χ−( )⋅ γQ k γW⋅+( ) χ
1 k+( )

⋅+:=
3 Probabilistic models

Permanent load G: Normal distribution of G: μG = Gk wG 0.1:=
Variable load Q: Gumbel distribution of Q: μQ = mQ*Qk mQ 0.6:= wQ 0.35:= αQ 1.14:=
Variable load W: Gumbel distribution of W:
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mE χ γG, γQ, γW,( ) ln C χ γG, γQ, γW,( )( )− ln σE χ γG, γQ, γW,( )( )+ 0.5( ) ln 1 C χ γG, γQ, γW,( )2+( )⋅−:=
sE χ γG, γQ, γW,( ) ln 1 C χ γG, γQ, γW,( )2+( ):= x0 χ γG, γQ, γW,( ) μE χ γG, γQ, γW,( ) 1

C χ γG, γQ, γW,( ) σE χ γG, γQ, γW,( )−:=

Probability density of E, approximation by three parameter lognormal distribution: x0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.189=
Eln x χ, γG, γQ, γW,( ) dlnorm x x0 χ γG, γQ, γW,( )− mE χ γG, γQ, γW,( ), sE χ γG, γQ, γW,( ),( ):=

7 Theoretical value of the global factor γ  for a given exceedance probability p of Ed:

p = P{ E > Ed } p 0.001 0.0011, 0.006..:= Probability considered in EN: 1 pnorm 0.7 3.8⋅ 0, 1,( )− 3.907 10
3−×=

pp Ed χ, γG, γQ, γW,( ) plnorm Ed x0 χ γG, γQ, γW,( )− mE χ γG, γQ, γW,( ), sE χ γG, γQ, γW,( ),( ):=
Ed p χ, γG, γQ, γW,( ) x0 χ γG, γQ, γW,( ) qlnorm 1 p− mE χ γG, γQ, γW,( ), sE χ γG, γQ, γW,( ),( )+:=
Ek χ γG, γQ, γW,( ) μG χ γG, γQ, γW,( ) Qk χ γG, γQ, γW,( )+ Wk χ γG, γQ, γW,( )+:=

pp 0.8 0.4, 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.986=
Ed 0.002 0.4, 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.884=γp p χ, γG, γQ, γW,( ) Ed p χ, γG, γQ, γW,( )

Ek χ γG, γQ, γW,( ):= γp 0.002 0.3, 1.35, 1.5, 1.5,( ) 1.228=
γp 0.002 0.3, 1.5, 1.5, 1.5,( ) 1.228=

The coefficient of variation of E0 (without model uncertainty θ): μE0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.596=
wE0 χ γG, γQ, γW,( ) σE0 χ γG, γQ, γW,( )

μE0 χ γG, γQ, γW,( ):= μE χ γG, γQ, γW,( ) μθ μE0 χ γG, γQ, γW,( )⋅:= wE0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.123=

The coefficient of variation of E: wE χ γG, γQ, γW,( ) wE0 χ γG, γQ, γW,( )2
wθ2+ wE0 χ γG, γQ, γW,( )2

wθ2⋅+:=
The standard deviation of E: σE χ γG, γQ, γW,( ) μE χ γG, γQ, γW,( ) wE χ γG, γQ, γW,( )⋅:=

6 Three parameter lognormal distribution of E: wE 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.133=
Skewness of E0:

αE0 χ γG, γQ, γW,( ) σQ χ γG, γQ, γW,( )3 αQ⋅ σW χ γG, γQ, γW,( )3 αW⋅+
σE0 χ γG, γQ, γW,( )3

:=
αE0 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.614=Skewness of E:

αE χ γG, γQ, γW,( ) wE0 χ γG, γQ, γW,( )3 αE0 χ γG, γQ, γW,( )⋅ 6 wθ2⋅ wE0 χ γG, γQ, γW,( )2⋅+ wθ3 αθ⋅+
wE χ γG, γQ, γW,( )3

:=
αE 0.4 1.35, 1.5, 1.5,( ) 0.591=

Parameter C:

C χ γG, γQ, γW,( ) αE χ γG, γQ, γW,( )2
4+ αE χ γG, γQ, γW,( )+⎛⎝ ⎞⎠

1

3

αE χ γG, γQ, γW,( )2
4+ αE χ γG, γQ, γW,( )−⎛⎝ ⎞⎠

1

3

−

2

1

3

:=

Parameters of transformed variable:
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χ0 1 1.1, 1.3..:=
χa 0 0.05, χl 0.05+..:= χb χla 0.01− χla 0.04+, 0.999..:= χc 0 0.05, χla 0.04+..:= Check: χl 0.31=

χla 0.116=Turkstra's for 50 years: wG 0.1= mQ 0.6= wQ 0.35= mW 0.3= wW 0.5= k 0=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

.

Figure 1: Deterministic global load factor γE versus χ,  code values corresponding 

to equation (6.10), (6.10a) and (6.10b).

The global load factor γE corresponding to expression (6.10) - combination A is 

represented by solid red line, factor corresponding to expressions (6.10a) and  (6.10b) -

combination B by blue line and factor corresponding to expression (6.10a,mod)  - 

combination C by dashed green line. Vertical dashed lines indicate boundaries for 

validity of expressions (6.10a) and  (6.10b) or expressions (6.10a,mod) and  (6.10b). 

8 The global load factor γ  versus ratio χ: limit for dominant action: k0
1 ψQ−
1 ψW−:= Check: k0 0.75=

Auxiliary quantities: a if k k0≤ 1, ψQ,( ):= b if k k0> 1, ψW,( ):= a 1= b 0.6=
Limit value of χ for (6.10a) and (6.10b): χχ γG γQ, γW,( ) γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( )

γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( ) γQ a ψQ−( )⋅ γW k⋅ b ψW−( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦+:=

Limit of χ for (6.10a-mod) and (6.10b): χχa γG γQ, γW,( ) γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( )

γG 1 ξ−( )⋅ 1 k+( ) γQ a⋅ γW k⋅ b⋅+( )+:= χla χχa 1.4 1.6, 1.6,( ):=
χl χχ 1.35 1.5, 1.5,( ):=Target probability βt 3.8:= Auxiliary:
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Figure 3: Global factor γ  versus 

probability p and load ratio χ 
for load combination given by 

equation (6.10).

Γ 0.004 0.35,( ) 1.198=
b 0.6=a 1=

wW 0.5=mW 0.3=
wQ 0.35=mQ 0.6=

k 0=Parameters :

Γ γγ,

γγ p χ,( ) γ χ 1 1.35⋅, 1 1.5⋅, ψW 1.5⋅,( ):=
Γ p χ,( ) γp p χ, γG, a γQ⋅, b γW⋅,( ):=γW 1.5:=γQ 1.5:=γG 1.35:=9 Global index γ versus χ and γQ 

Figure 2: Global load factor γ  versus χ,  theoretical and deterministic values 

corresponding to equation (6.10), (6.10a) and (6.10b).

.
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1.1

1.2
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1.5
γp 0.001 χ, 1.35, 1.5, 1.5,( )

γp 0.002 χ, 1.35, 1.5, 1.5,( )

γp 0.004 χ, 1.35, 1.5, 1.5,( )

γ χ 1.35, 1.5, ψW 1.5⋅,( )

γ χa 1.35, ψQ 1.5⋅, ψW 1.5⋅,( )

γ χb ξ 1.35⋅, 1.5, ψW 1.5⋅,( )

γ χc 1.35, 0, 0,( )

χ0

χ0

χ χ, χ, χ, χa, χb, χc, χl, χla, χ,
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